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Wtamywacz ma n kluczy, z ktoérych doktadnie jeden pasuje do zamka. Wybiera on klucze losowo.

(a) Oblicz srednig liczbe prob potrzebnych do otwarcia drzwi, jezeli wlamywacz nie pamieta, ktore
klucze juz byty probowane.

(b) Wylicz te $rednia dla przypadku, gdy wlamywacz odktada klucze, ktore juz probowal. Porownaj
z wynikiem dla przypadku (a).

Rozwigzanie:

(a) o

Gdy wtamywacz nie pamieta, ktore klucze byly juz prébowane, kazda proba otwarcia
drzwi odbywa sie w takich samych warunkach i niezaleznie od innych prob. Dlatego w
tym przypadku mozemy zastosowaé jako model schemat Bernoulliego.

Model: Schemat Bernoulliego, sukces - wybranie dobrego klucza, prawdopodobienstwo
sukcesu wynosi p = +

-
Niech X oznacza liczbe prob potrzebnych do otwarcia drzwi. Jest to czas oczekiwania na
pierwszy sukces.

Zauwazamy, ze X ma rozklad geometryczny z parametrem p = =, czyli X ~ Geo(p = 1).

Zatem wiemy, ze Srednia liczba prob potrzebnych do otwarcia drzwi wynosi:
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liczba kluczy

Rysunek 1: Wykres parametréw liczby prob potrzebnych do otwarcia drzwi w zaleznosci od liczby
kluczy (wariant (a))



(b) e Rozwazmy teraz przypadek, gdy wtamywacz odktada klucze, ktore juz probowat.

e Niech Y oznacza liczbe prob potrzebna do otwarcia drzwi.
e Y przyjmuje wartoscii =1,2,...,n
e Aby obliczy¢ prawdopodobienistwo P(Y = i), znajdzmy przestrzen probabilistyczna mo-
delujaca badang sytuacje.
Mamy:

Q = {(k1, ko, ..., kn), gdzie k;, 7 =1,2,...,n, to rozne klucze sposroéd n mozliwych}
F = 2%, P - prawdopodobienstwo klasyczne
Wtedy dla dowolnego i =1,2,...,n

{Y =i} ={(k1,...,kn) € Q:k; to klucz wlasciwy}
oraz

C#{y =it (n-1) 1
T #0

P(Y =)

e Otrzymalismy zatem, ze Y ma rozktad dyskretny jednostajny, czyli X ~ DU(1,n,n —1).

e Zatem wiemy, ze Srednia liczba prob potrzebnych do otwarcia drzwi wynosi:
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Rysunek 2: Wykres parametrow liczby prob potrzebnych do otwarcia drzwi w zaleznosci od liczby
kluczy (wariant (b))
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Rysunek 3: Poréwnanie §redniej liczby prob potrzebnych do otwarcia drzwi w zaleznosci od liczby
kluczy dla wariantow (a) i (b)

Zauwazamy, ze EX > EY. Czym wiecej prob, tym wieksza réznica miedzy EX a EY. Latwo mozemy
stwierdzi¢, ze probujac wlamaé sie do budynku o wiele lepiej jest pamieta¢, ktorych kluczy juz
uzywalismy, powinno to przyspieszy¢ proces otwierania zamka.
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Rysunek 4: Poréwnanie wariancji liczby prob potrzebnych do otwarcia drzwi w zaleznosci od liczby
kluczy dla wariantow (a) i (b)

Widzimy, ze dla zmiennej losowej X rozproszenie danych jest wieksze niz dla zmiennej losowej Y,
D2X > D?Y. Dla malej ilosci prob réznica jest niewielka, a potem szybko rognie. Czym wiecej prob,
tym roznica ta jest wieksza.



