Rachunek Prawdopodobienstwa M AP1181
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Projekt - losowy przedzial
Opracowanie: Weronika Nitka

Zadanie:

Z odcinka [0, 1] wylosowano niezaleznie punkty A, B i C' wg rozkladu jednostajnego. Jakie jest praw-
dopodobienistwo zdarzenia, ze punkt C' nalezy do przedziatu o koricach A i B? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie:

A, B i C to niezalezne zmienne losowe, ktérych realizacje to trzy punkty wylosowane z odcinka
[0, 1]. Dla ustalonych punktow A i B prawdopodobieristwo, ze punkt C' nalezy do przedziatu o koricach
A, B mozemy wyrazi¢ za pomocg modelu prawdopodobieristwa geometrycznego. Jest to mozliwe
dlatego, ze punkt C' losujemy wedtug rozktadu jednostajnego, tj. w kazdym punkcie gestosé rozktadu
zmiennej losowej jest identyczna. Szukana przez nas wartos¢ P (C € [A, B]) bedzie wyrazala sie
stosunkiem dtugosci przedziatu [A, B] (lub przedziatu [B, A] w przypadku, gdy B < A) do dtugosci
przedziatu [0, 1] rownej 1. Stosunek ten bedzie rowny dlugosci odcinka |AB].

Poniewaz punkty A i B nie sa ustalone, ale réwniez sg losowane z odcinka [0, 1] wedtug rozktadu
jednostajnego, A ~ U(0,1), B ~ U(0, 1), odlegtos¢ | AB| nie jest znana. Szukane prawdopodobienstwo
wyliczy¢ mozna technika warunkowej wartosci oczekiwanej:
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gdzie w przejsciu oznaczonym (x) korzystamy z niezaleznosci zmiennych losowych A, Bi C.

Punkty A, B i C losujemy wedlug rozktadu jednostajnego (0, 1), ktorego dystrybuanta wyraza
si¢ wzorem
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Rozwazymy teraz wektor losowy (A, B). Zmienne losowe A i B sa niezalezne o gestosciach
fa = fe = f. Przez x oznaczamy wartos¢ punktu A, zas przez y - warto$¢ punktu B. Gestosé
rozktadu tacznego zmiennych losowych A i B bedzie miata postaé

1,z ef0,1], ye o]
0 w pozostatych punktach.

fas(z,y) = fa(x)fe(y) = f(z)f(y) = { (3)



Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej |B — A| wyraza si¢ wzorem
E|B — Al =Ey(A, B) = /O:o /O:o 9(z,y) fas(x,y)drdy, (4)
gdzie g(z,y) = |y — z|. Otrzymujemy
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Wartosé oczekiwana odleglosci pomiedzy punktami A i B wynosi 3, zatem, zgodnie z wczesniejszym
spostrzezeniem, prawdopodobienstwo, ze punkt C' bedzie nalezat do przedziatu o koricach A i B réw-
niez wynosi % Przeprowadzenie symulacji komputerowej losowania takich trzech punktéw potwierdza
otrzymany wynik - z przedstawionej na ponizszym wykresie proby stu wylosowanych trojek A, B, C|
32 z nich zawiera punkt C' (zielone punkty na wykresie) w przedziale o koricach A 1 B (czarne linie),
za$ pozostalych 68 daje punkt C' poza tym przedziatlem (czerwone punkty na wykresie). Symulacje

na wiekszych probach daja jeszcze lepsze przyblizenie teoretycznej czestosci %
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Rysunek 1: Symulacja losowania stu trojek punktow A, B, C. Otrzymana czestos¢ wystepowania
punktu C' pomiedzy punktami A i B wynosi 0.32, co stanowi dobre przyblizenie wyliczonej czestosci
teoretycznej %



