Rachunek Prawdopodobienstwa M AP1181
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Projekt - Paradoks kawalera de Mere
Opracowanie: Paulina Rygiel

Troche historii na wstepie

Antoine Gombaud, znany jako Chevalier de Méré (1607-1684) byt francuskim pisarzem. Do jego
tworczosci zaliczaja sie m.in. eseje L’honnéte homme (dost. Uczciwy czlowiek) oraz Discours de la
vraie honnéteté (dost. Rozprawa o prawdziwej szczerosci). Byl myslicielem liberalnym, nie ufal za-
rowno monarchii dziedzicznej, jak i demokracji. Bardzo cenit sobie dyskusje, uwazatl bowiem, ze sa
one najlepszym sposobem na rozwiazywanie problemow.

Antoine Gombaud jest jednak duzo bardziej znany za swoj wktad w teorie prawdopodobienistwa,
chociaz byl matematykiem amatorem. Uprawial hazard. Byt zapalonym graczem w kosci, dlatego
czesto dokonywat réznych obserwacji zwigzanych z rzutami.

Pierwsze jego spostrzezenie dotyczyto nastepujacej sytuacji: czesciej wypada jedna szostka przy
czterech rzutach kostka, niz dwie szostki przy dwudziestu czterech rzutach dwiema kostkami. Wedtug
Gombauda szanse te powinny bys takie same, niestety okazywalo sie, ze przez swoje rozumowanie
czedciej przegrywal niz wygrywal. Poniewaz zyl w latach, w ktérych dziatali znani matematycy: Bla-
ise Pascal (1623-1662) oraz Pierre de Fermat (1601-1665), napisal list do pierwszego z nich:

Panie Pascal, do diabla z tg matematykq, stawiatem na co najmniej jedng szostke w czterech
rzutach i wygrywatem, a gdy zgodnie z waszq “requtq trzech” N rzucatem dwoma kostkami 24 razy, to
przegrywatem. Co$ sie tu nie zgadza, arytmetyka zawodzi. Doswiadczenie pokazuje, zZe jest sprzeczna.

List oburzonego Gombauda wzbudzil zainteresowanie Pascala, ktory zaczat bada¢ problem. Sam
tez napisat list do Fermata z zapytaniem, co on o tym sadzi. Gdy Pascal znal juz odpowiedZ na
pytanie, otrzymat list Fermata z takim samym rozumowaniem jak jego wlasne, na ktore odpisat:

Ciesze sie, ze prawda jest taka sama w Tuluzie, jak w Paryzu.?

W ten wiasnie sposob zaczeta ksztaltowac sie nowa dyscyplina - probabilistyka, a opisywany po-
wyzej problem z jej dziedziny znany jest jako paradoks kawalera de Méré.

Jak zatem rozumowal de Méré i dlaczego nie bylo to poprawne?

Antoine Gombaud uwazal, ze szansa wyrzucenia co najmniej jednej szostki przy czterech rzutach
wynosi: 4 - é = %. A poniewaz wykorzystywal jedynie regule trzech, doszedl do wniosku, ze jesli
dorzuci jedna kostke i bedzie stawial na podwdjna szostke przy rzucie dwiema kostkami, to szansa
na wygrana bedzie taka sama jak w poprzednim przypadku. Bowiem dodatkowa kostka to 6 razy
wiecej mozliwosci, ale zeby szansa na wygrang nie zmniejszyla sie, powinien rzucaé¢ 6 razy dtuzej,
czyli 24 razy. Wyliczyt zatem takie samo prawdopodobieristwo: 24 - % L= %. Rozumowanie to nie

6
jest jednak poprawne.

[1]Regula pozwalaggca obliczyé jedng z niewiadomych proporcji § =
wieku [encyklopedia.pwn.pl].

<, gdy pozostate trzy sq dane. Bardzo rozpowszechniona w XVII
(2l To zdanie stalo sie swego czasu stynne i czesto cytowane, zwlaszcza po doswiadczeniach prowadzgcych do wykrycia cisnienia atmos-

ferycznego i prozni, ale wypowiedziane byto w liscie Pascala do Fermata z dnia 29 lipca 1654 roku. Odpowiedzi Fermata niestety zaginety
[Wactaw Zawadowski ,,Paradoks kawalera de Méré”].



Jak jest naprawde?

W dzisiejszych czasach znamy juz zasady probabilistyki, dlatego na poczatku okreslimy doktad-
nie przestrzen probabilistyczng modelujaca nasza sytuacje. Bedziemy bada¢ czterokrotny rzut kostka,
zatem:

Qy = {(r1,79,73,74), gdzie r; to wynik i-tego rzutu symetryczna kostka }

F =2 P, - prawdopodobienistwo klasyczne (liczba mozliwych wynikéw jest skoniczona)

A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniej jednej szostki przy czterech rzutach kostka

Wszystkich mozliwych wynikow jest 6 -6 -6 -6 = 6%, zatem #€; = 6*. Natomiast #A4 = 6* — 5,

poniewaz od liczby wszystkich mozliwosci nalezy odja¢ ilosé tych wynikéw, ktore nie daja ani jednej
szostki, a takich jest 5*. Prawdopodobieristwo zdarzenia A wynosi zatem:

_ #A _ 6*-5t 54 625 __ 671 ~v
Pl(A)—#Ql— G = —6—4—1—%—%_0.5177

Zajmiemy si¢ teraz druga sytuacja. Wykonujemy 24 rzuty dwoma kostkami.

Qo = {(r1,r2, ..., m20), gdzie r; = (k1. ko) dla ko, ko € {1,...,6}}
(nalezy pamietaé, ze kostki sa rozroznialne, tzn. wynik (3,4) to nie ten sam wynik co (4,3))

F = 2% P, - prawdopodobienistwo klasyczne

B - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniej raz dwoch szostek przy 24 rzutach dwoma
kostkami

Wszystkich mozliwych wynikéw jest 36%*, poniewaz dla jednej kosci mamy 6 mozliwosci, wiec dla
dwoch jest ich 36, a skoro mamy wykonaé¢ 24 rzuty, to #Q, = 3624,

#B = 362* — 35%, gdyz podobnie jak wezesniej od liczby wszystkich mozliwosci odejmujemy te,
w ktorych ani razu nie wypadnie para szostek.

Stad Py(B) = £2 = 35855 — 1 — 85 =~ 4914,

Widzimy zatem, ze wyliczone prawdopodobienistwa zdarzen A i B sg rozne, zajscie zdarzenia A
jest bardziej prawdopodobne niz zajscie zdarzenia B, ale r6znica jest niewielka. Dodajmy, ze chociaz
prawdopodobienstwa powyzsze byly wyznaczane w ramach réznych przestrzeni probabilistycznych,
ich poréwnywanie ma sens w kontekscie prawa wielkich liczb, ktorego pierwsza wersje sformutowat
Jakub Bernoulli. Z tego twierdzenia wynika, ze dla ciagu doswiadczen Bernoulliego, w ktorych sukce-
sem jest zajscie pewnego zdarzenia A, czestos¢ wystepowania sukcesow w dlugiej serii doswiadczen
przybliza prawdopodobienstwo zajscia tego zdarzenia Ag. Tym lepiej im dtuzsza jest seria doswiad-
czen. Prawo to zachodzi dla badanych przez nas zdarzen A i B, przy czym mala réznica pomiedzy
wyliczonymi powyzej wartosciami Py (A) i Py(B) powoduje, ze roznice pomiedzy czestosciami wyste-
powania tych zdarzen widaé¢ dopiero przy bardzo duzej liczbie powtorzen odpowiednich serii rzutow.
Dlatego tylko doswiadczeni hazardzisci, jak wlasnie Antoine Gombaud, moga zauwazy¢, ze czesciej
dochodzi do zdarzenia A niz do zdarzenia B. Cata opisana tutaj sytuacja nazywana jest paradoksem,
poniewaz szanse sg inaczej roztozone niz podpowiada intuicja.



Inny przyktad
Aby zagtebié sie jeszcze bardziej w paradoks kawalera de Méré, rozwazmy nastepujace zadanie:

Rzucamy trzema kostkami do gry. Jaka jest szansa, ze suma oczek wynosi 11%?
A jaka, ze 127

Przy rzucie trzema kostkami do gry sume oczek réwng 11 mozemy uzyska¢ na 6 sposobow:
1444+6=11,14+54+5=11,2434+6=11,24+4+5=11,34+3+5=11,3+4+4 =11.
Sume oczek réwng 12 rowniez uzyskujemy na 6 sposobdw:
1+546=12,24+446=12,24+54+5=12,34+34+6=12,34+4+5=12,4+4+4=12.
Wydaje sie, ze mozna stad wywnioskowaé, ze szansa na wyrzucenie sumy oczek réwnej 11 jest
taka sama, jak szansa na wyrzucenie sumy oczek rownej 12. Jest to jednakze bledne rozumowanie,

chociaz nie kazdy jest w stanie od razu to zauwazyc¢.

Okazuje sie, ze rzucajac kilkoma kostkami koniecznie nalezy je rozroznié¢, czego nie zrobiliSmy
powyzej. Prawidtowy model naszej sytuacji to:

Q = {(r1,7q,73), gdzie r; € {1,2,3,4,5,6}}
F = 2%, P-prawdopodobienstwo klasyczne
C-zdarzenie polegajace na wyrzuceniu sumy oczek réwnej 11
D-zdarzenie polegajace na wyrzuceniu sumy oczek rownej 12

Poniewaz uwzgledniamy kolejnoéé¢, to wszystkich mozliwych wynikéw jest 6 - 6 - 6 = 62, zatem

#Q = 216.

Rezultatem rozrézniania kosci, jest to, ze nastepujace wyniki traktujemy jako rézne: (1,5,6),
(1,6,5), (5,1,6), (5,6,1), (6,1,5), (6,5,1). Widzimy zatem, ze dla trzech réznych cyfr mamy 3! =
6 roznych ustawien. W przypadku dwoch jednakowych i jednej innej cyfry mozliwosci sa 3 np:
(2,2,5),(2,5,2),(5,2,2). Gdyby wszystkie cyfry byty jednakowe to mozliwo$¢ ustawienia jest oczywiscie
tylko jedna.

Istnieja trzy zestawy roznych cyfr sposrod {1,2,3,4,5,6} dajacych nam w sumie liczbe 11 oraz 3
zestawy dwoch jednakowych cyfr i jednej innej. Zatem #C' =3-6+3-3 =18+ 9 = 27.

Jesli chodzi o liczbe 12 sytuacja troche sie rézni. Sg trzy zestawy réznych cyfr, ale tylko 2 zesta-
wy dwoch jednakowych i jednej innej. Ostatni zestaw sktada sie z trzech czworek, zatem mozliwosé
ustawienia jest tylko jedna. Stad #D =3-6+2-34+1=184+6+ 1= 25.

Obliczajac teraz prawdopodobienistwo obydwu zdarzen otrzymujemy:
P(C) = %5 = 21 ~()125

T #Q 216
D Y
P(D) = %5 = 7% = 0.116.



Po raz kolejny réznica jest bardzo mata, wobec czego mozna pomysleé, ze nie ma ona znaczenia i
nie bedzie widoczna przy obserwacjach czestosci wystepowania badanych zdarzen. Okazuje sie jednak,
ze przy duzej liczbie prob jest zauwazalna. MoglibysSmy to sprawdzi¢ rzucajac trzema kostkami np.
10000 razy. Niestety zajeloby nam to duzo czasu, musielibySmy takze zlicza¢ te wyniki i na dodatek
stara¢ sie nie pomyli¢. Wspotczesnie lepiej jest wobec tego wykorzysta¢ komputer i symulowaé takie
rzuty.

Zatem chcac sprawdzi¢, czy w rzeczywistosci czesciej wypada suma oczek 11 niz 12, wykorzysta-
tam napisany przeze mnie program w jezyku Python, symulujacy rzuty trzema kostkami. Otrzymatam
nastepujace wyniki:

Dla 100 prob:
1) Ilos¢ otrzymania sumy 11 z 100 prob: 14
czestosé wystepowania sumy oczek rownej 11: % =0.14
[lo$¢ otrzymania sumy 12 z 100 prob: 16
czestosé wystepowania sumy oczek rownej 12: % =0.16
Dla 1000 prob:
2) Tlos¢ otrzymania sumy 11 z 1000 prob: 139
czestosé wystepowania sumy oczek rownej 11: % = 0.139
[lo$¢ otrzymania sumy 12 z 1000 prob: 104
czestosé wystepowania sumy oczek rownej 12: % = 0.104
3) Ilos¢ otrzymania sumy 11 z 1000 prob: 121
czestosé wystepowania sumy oczek rownej 11: % =0.121
[lo$¢ otrzymania sumy 12 z 1000 prob: 109
czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 12: % = 0.109
4) Tos¢ otrzymania sumy 11 z 1000 prob: 117
czestosé wystepowania sumy oczek rownej 11: % =0.117
[log¢ otrzymania sumy 12 z 1000 prob: 123
czestosé wystepowania sumy oczek rownej 12: % =0.123
5) Tlos¢ otrzymania sumy 11 z 1000 prob: 126
czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 11: % =0.126
[lo$¢ otrzymania sumy 12 z 1000 prob: 102

czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 12: % = 0.102

Dla 10000 prob:

6) Ilos¢ otrzymania sumy 11 z 10000 prob: 1293

czestosé wystepowania sumy oczek rownej 11: % = 0.1293
[lo§¢ otrzymania sumy 12 z 10000 prob: 1173

czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 12: % =0.1173
7) Tlos¢ otrzymania sumy 11 z 10000 prob: 1263

czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 11: % = 0.1263
[log¢ otrzymania sumy 12 z 10000 préb: 1174

czestosé wystepowania sumy oczek rownej 12: % =0.1174
8) Ilos¢ otrzymania sumy 11 z 10000 prob: 1233

czestosé wystepowania sumy oczek rownej 11: % =0.1233
[log¢ otrzymania sumy 12 z 10000 prob: 1140

czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 12: % = 0.1140




Dla 500000 préb:
9) Ilos¢ otrzymania sumy 11 z 500000 prob: 62477

czestos¢ wystepowania sumy oczek réwnej 11: 228 — (.12495
[lo$¢ otrzymania sumy 12 z 500000 prob: 58034

czestosé wystepowania sumy oczek rownej 12: 55080003040 = 0.116068
10) Ilos¢ otrzymania sumy 11 z 500000 prob: 62671

czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 11: 56020607010 = 0.125342
[log¢ otrzymania sumy 12 z 500000 prob: 57524

czestos¢ wystepowania sumy oczek rownej 12: 55070502040 = 0.115048

Na podstawie powyzszego eksperymentu mozemy stwierdzi¢, ze rzeczywiscie Antoine Gombaud
mogl zaobserwowac, ze suma oczek rowna 11 wystepuje czesciej, niz suma oczek 12. W przypadku 1),
gdzie liczba doswiadczert wynosita 100, nie jesteSmy w stanie zauwazy¢, ze ktoras z sytuacji zdarza
sie czedciej. Natomiast dla 1000 prob roznica zaczyna by¢ widoczna, 1 im wieksza liczba do$wiadczen,
tym zjawisko to jest bardziej dostrzegalne. W przypadku 500000 powtorzen réznica pomiedzy wy-
stepowaniem sumy rownej 11 i 12 siega nawet 5147. Na uwage zastuguje czwarty wynik, w ktorym
12 wypadta wiecej razy, stad jesli kto$ nie zajmuje sie grami w kosci, a wykona jedynie pojedynczy
eksperyment, moze nie doj$¢ do takiego samego wniosku, co Gombaud. Wida¢ tez, ze im wieksza
liczba prob, tym czestosé wystepowania danej sumy oczek jest blizsza wyliczonej wezesniej wartosci
prawdopodobieristwa jej wystapienia, co ilustruje dziatanie prawa wielkich liczb.

Podsumowanie

Paradoks kawalera de Méré zwiazany jest z btednym wyobrazeniami o losowosci. Wszedzie tam,
gdzie mamy do czynienia z rzutami kilkoma ko$émi, nalezy pamietaé¢ o tym, aby je rozréznia¢. Waz-
nym aspektem jest tez doktadny opis przestrzeni probabilistycznej, ktoéry umozliwia poprawna analize
sytuacji. Przy takich dziatlaniach mamy duze szanse na unikniecie btedéw w rozumowaniu. W pro-
babilistyce nie nalezy ufa¢ ludzkiej intuicji, bowiem wobec zdarzeni losowych czesto bywa zawodna.
Stad tak liczne paradoksy w probabilistyce.
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