Rachunek Prawdopodobienstwa M AP1181
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Projekt - Paradoks dnia urodzin
Opracowanie: Anna Markiewicz

Zadanie (paradoks dnia urodzin):

Ile musi by¢ w grupie losowo wybranych os6b, aby prawdopodobieristwo tego, ze co najmniej dwie z
nich maja urodziny tego samego dnia w roku, bylo wieksze od 0.57 Zakltadamy dla uproszczenia, ze
w populacji nie ma os6b urodzonych 29 lutego, jak réwniez rodzenstw blizniaczych. Zaktadamy tez,
ze urodzenie sie w kazdy sposréd 365 dni roku jest tak samo prawdopodobne.

Rozwigzanie:

Niech n oznacza liczbe os6b w danej grupie, gdzie n < 365 (poniewaz dla n > 365 na pewno co
najmniej dwie osoby maja urodziny tego samego dnia i zadanie staje sie trywialne). Dni w roku
rowniez ponumerujmy od 1 do 365. Przestrzen probabilistyczna ma postac:

Q, ={(01,...,0n), gdzie o; € {1,...,365},1 = 1, ..,n, z powtorzeniami}

o;-numer dnia urodzin i-tej osoby.

F =29

P-prawdopodobienstwo klasyczne

W danej grupie os6b mamy dwa mozliwe wzajemnie wykluczajace sie, a zarazem dopeiniajace sie
zdarzenia:

e Przynajmniej dwie osoby maja urodziny w ten sam dzien.
e Kazda osoba w grupie obchodzi urodziny w innym dniu.

Latwiej jest obliczy¢ prawdopodobienstwo drugiego zdarzenia.

Oznaczamy:

A, - zdarzenie, ze przynajmniej dwie osoby maja urodziny w ten sam dzien.
A¢ - zdarzenie, ze kazda osoba w grupie obchodzi urodziny w innym dniu.

A ={(01,..,0,) € Q:0;s3 rézne dla réznychi =1,...n}

Szukamy takiego n, dla ktorego P(A) > 0.5 lub, rownowaznie, P(A¢) < 0.5. Mamy
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Mozemy poszukiwaé najmniejszego n, ktore spetnia powyzszy warunek, poniewaz
{L\anﬂ = ayp - (1 — 355) < an, a stad jezeli a, < 0.5 dla pewnego n, to takze A a,, <0.5.
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Skorzystamy z przyblizenia 1 — z =~ e¢™* dla malych x. Otrzymujemy:
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< (n—1)n>2-365-1n2, n < 365
&n’—n—2-365-In2 >0, n<365 < n < (23,365),
bo A=1+4-2-365-1n2 ~ 2024.99
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[stotnie mamy ags ~ 0.5243 i as3 ~ 0.4927. Zatem z powyzszych rozwazan wynika, ze wystarcza
23 osoby, aby prawdopodobienistwo tego, ze co najmniej dwie osoby z nich maja urodziny tego samego
dnia w roku, byto wieksze niz 0.5.
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A jak wygladajg prawdopodobieristwa tego zdarzenia w przypadku wiekszej liczby osob?
Wezmy n = 23, 30, 50.
P(Ag;3) P(A35;) =1 — a3 = 0.5073

=1—-
P(As) =1 — P(AS) =1 — agy = 0.7063
P(A50) =1- P(Ago) =1- asp = 0.9704

Jak widzimy, prawdopodobienistwo zdarzenia A, szybko rosnie. W grupie 50 osobowej jest niewiele

mniejsze od 1. Pozornie wydaje si¢ to by¢ mato mozliwe, ale zaktadajac sie z kims$ o to, ze dwie osoby

z takiej grupy maja urodziny w ten sam dzieri, mamy niemalze 100 procent szans na zwyciestwo.
Ponizszy rysunek ilustruje nasze rozwazania:
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