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Zadanie:

Dyrektor wiezienia dat 100 kolejno ponumerowanym wiezniom ostatnig szanse na wyjscie na wol-
nos¢. Ich numery zostaly losowo rozmieszczone w 100 szafkach ustawionych w pewnym zamknietym
pomieszczeniu. Zadaniem kazdego z wiezniéw jest odnalezienie swojego numeru przy otwarciu nie
wiecej niz 50 szafek. Co wiecej, wiezniowie zostana uwolnieni tylko wtedy, gdy kazdy z nich znajdzie
swoj numer. Moga ustali¢ swoja strategie przed wejsciem pierwszego z nich do pokoju z szafkami, ale
potem nie mogg sie juz kontaktowac¢. Pytanie brzmi: jaka strategie powinni przyjac¢, by maksymalnie
zwiekszy¢ swoja szanse na wyjscie? Jakie bedzie wowcezas prawdopodobienistwo ich wygranej?

Rozwigzanie:

Na poczatku obliczmy prawdopodobienistwo wyjécia wiezniow na wolno$é przy zalozeniu, ze przy
otwieraniu szafek nie kieruja sie oni zadna strategia i robia to zupelnie losowo. Skorzystamy ze
schematu Bernoulliego, ale by méc to zrobi¢, musimy najpierw wyznaczy¢ prawdopodobienstwo po-
jedynczego sukcesu, czyli tego, ze wiezien przy otwarciu 50 ze 100 szafek zdota znalezé swoj numer.
Okreslmy przestrzen probabilistyczna odpowiadajaca tej sytuacji:

o O ={{ny,...,n5}, gdzie n; to numery szafek wybranych przez wieznia, n; € {1,...,100}
bez powtorzerni},

o F=2%
e P — prawdopodobieristwo klasyczne,

e A={{ny,...,n5} € Q, wirod n; wtasciwy numer}.

50
duje sie jedyna szafka, w ktorej zna%duje sie szukany numer, oraz 49 dowolnie wybranych sposrod

pozostatych 99 szafek, stad #A = <1 (ig) = (Zg).
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Korzystajac z prawdopodobienistwa klasycznego, mozemy obliczyé¢ P(A):

Wiezienn wybiera 50 ze 100 szafek, dlatego #£2 = (100). W kombinacji nalezgcej do zbioru A znaj-

)~ #A _ () _ 991 500500 50 1
#0 7 () T 49500 1000 100 2

Zmnajac prawdopodobienstwo sukcesu jednego wieznia, mozemy skorzysta¢ ze schematu Bernoulliego,
by sprawdzi¢, jaka jest szansa, ze sztuki tej dokona wszystkich stu i, w konsekwencji, wyjda oni na
wolnosé:

e Model: schemat Bernoulliego.
e Proba: wybor 50 sposrod 100 szafek przez wieznia.

e Sukces: wiezien znajduje swoj numer, p = %, n = 100 wiezniow.



Niech X oznacza liczbe sukceséw w n probach. Wtedy P(X = k) = (120) (3)F(1—35)"°*. Wigzniowie
wyjda na wolnosé tylko wtedy, gdy kazdy z nich znajdzie sw6j numer, czyli gdy X = 100, a zatem

szukane prawdopodobienstwo wynosi

100 1 100 1 100—100 1 100
P(X = 100) = (10()) (2) (1 - 2) - <2> ~ 0.0000000000000000000000000000008 =

=38-107%".

Jak wida¢, przy losowym otwieraniu szafek szanse wieZniéw na wygrana sa znikome. Okazuje sie
jednak, ze istnieje strategia, ktora zwicksza to prawdopodobienstwo do ponad 30%! Sposob ten nie
do$é, ze jest znacznie bardziej skuteczny od wybierania szafek losowo, to jeszcze jest bardzo prosty:

e Pierwsza szafka, jaka powinien otworzy¢ wiezien, powinna by¢ szafka z jego wlasnym numerem.

e Kazda kolejna szaftka powinna by¢ ta o numerze znalezionym w poprzedniej.

Na przyktad: wiezienn z numerem 8 otwiera najpierw szatke z numerem 8, znajduje tam numer 24,
wiec otwiera szaftke z numerem 24, i tak dalej. Na pierwszy rzut oka strategia ta nie rézni si¢ za
bardzo od losowego otwierania, a jednak zwiecksza prawdopodobienistwo sukcesu w niewyobrazalnym
wrecz stopniu. Dlaczego?

Losowe rozmieszczenie liczb od 1 do 100 w szafkach jest niczym innym, jak permutacja tych liczb.
W tym przypadku wazne dla nas jest, ze kazda permutacje mozna roztozyé¢ na cykle. Dla przyktadu

rozwazmy nastepujaca permutacje:
123 456 8
51 2 7 36 4

Zauwazmy, ze 1 przechodzi w 5, 5 przechodzi w 3, 3 przechodzi w 2, a 2 przechodzi w 1. Jest to
jeden z cykli tej permutacji. Kolejny to 4 — 7 — 8 — 4, natomiast 6 przechodzi w sama siebie.
Ostatecznie mozna zapisa¢ te permutacje jako sume roztacznych cykli:

o

123456 78
(5 7 a6 s 4>:(1532)(478)(6)

Co to ma wspoélnego z naszymi wiezniami? Zaldézmy, ze jest ich 8, kazdy z nich moze otworzy¢
maksymalnie 4 szafki, a numery rozmieszczone sg zgodnie z omawiang permutacja, to znaczy: w
pierwszej szafce znajduje sie numer 5, w drugiej 1, i tak dalej. Jesli wieZzniowie przyjma omawiana
taktyke, to kazdy z nich, otwierajac kolejne szafki, bedzie poruszal sie po pewnym zamknietym cyklu,
na przyktad:

e Wiezien 1. znajdzie swoj numer po otwarciu czterech szafek (najpierw otwiera szafke 1, potem
szafke 5, potem szafke 3 1 w konicu w szafce 2 znajduje jedynke). Analogicznie wiezniowie o
numerach 5, 3, 2.

e Wiezien 4. po otwarciu trzech szafek (najpierw otwiera szafke 4, potem szafke 7 i w szafce 8
znajduje numer 4). Analogicznie wiezniowie o numerach 7 i 8.

o Wiezien 6. znajdzie swoj numer juz w pierwszej otwartej przez siebie szafce 6.



W tym konkretnym przypadku wiezniowie wyjda na wolnosé, poniewaz omawiana permutacja nie
zawiera ani jednego cyklu o dtugosci wiekszej niz 4. Gdyby tak nie bylo, na przyktad w przypadku
ponizsze] permutacji:

12345678
<5 427361 8>_(153247)(6)<8)’

to przy stosowaniu tej strategii swoj numer znalezliby tylko wiezniowie 6 1 8 (i to juz w pierwszej
otwartej szafce), natomiast reszta nie zmiescitaby sie w zadanym limicie otwierania maksymalnie
czterech szafek.

W przypadku 100 wiezniow i 50 szafek, jakie kazdy z nich moze otworzy¢, sytuacja wyglada analo-
gicznie. Wazne jest zatozenie, ze numery sa rozmieszczone w szafkach przypadkowo, poniewaz widac,
ze w przeciwnym przypadku dyrektor zawsze mogtby zrobié¢ to tak, by catkowicie uniemozliwié¢ suk-
ces wiezniow stosujacych te strategie. Zeby dowiedzieé sie, jakie jest prawdopodobieristwo wyijscia
wiezniow na wolnosé, trzeba obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, ze permutacja liczb od 1 do
100, z jaka spotkaja sie wieZniowie, nie zawiera cyklu dtuzszego niz 50. Okreslmy przestrzen proba-
bilistyczna modelujaca te sytuacje:

e O ={(n1,n9,.....,n100), gdzie n; to numer umieszczony w i-tej szafce},
czyli jest to zbior, ktorego elementami sg permutacje liczb od 1 do 100,

F =29

P — prawdopodobieristwo klasyczne,
e A — zdarzenie losowe, ze permutacja nie zawiera zadnego cyklu o dltugosci wiekszej niz 50,

A® — permutacja zawiera cykl o dtugosci wickszej niz 50.

Permutacja liczb od 1 do 100 moze zawiera¢ maksymalnie jeden cykl o dtugosci [, gdy [ = 51,52, ..., 100.
Liczby, ktore znajda sie w tym cyklu, mozna wybraé¢ na (1?0) sposobow. Ustawi¢ je mozna na (!
sposobow, ale trzeba pamietaé, ze kazdy n-elementowy cykl ma n opiséw rézniagcych sie jedynie prze-
sunieciem (przyktadowo: (abc) = (cab) = (bca) to jeden cykl zapisany na trzy sposoby, poniewaz w
kazdym przypadku a — b — ¢ — a). Oznacza to, ze cykl zlozony z [ wybranych liczb mozna
skonstruowac na & = (I — 1)! sposobow.

Pozostate liczby mozna utozy¢ na (100 — [)! sposobéw. Oznacza to, ze permutacji liczb od 1 do 100
zawierajacych jeden cykl dlugosci [ = 51,52, ...,100 jest

(1?()) (1—1)1(100 — )! = “(1(1)8010!0 —1)I(100 — )! = 130'

Stad mozemy wyznaczy¢ moc zbioru A¢:

#AC +—=100! { — + — + ... +

100! n 100! . 100! ( 1 1 1 )
- 51 52 100 5 92 100/

Moc zbioru €2 jest rowna liczbie wszystkich permutacji liczb od 1 do 100, czyli # = 100!. Korzystajac
z prawdopodobieristwa klasycznego mozemy zatem obliczyé¢ P(AY):

AC 100! (& + 5+ ..+ 1L 11 1
_#AT (51 52 100)2_‘__'_.”_’_.

P(A%) =
(A7) HQ) 100! 51 ' 52 100




Korzystajac z tego, ze P(A) =1 — P(A%), mozemy juz wyliczy¢ szukane prawdopodobieristwo:

1 1 1
P(A) =1 — P(A¢ :1-( — ... )z0.31183.
(4) (4%) 51+52+ +100

Oznacza to, ze wiezniowie w przypadku zastosowania zaproponowanej strategii maja okoto 31%
szansy na uwolnienie.

Mozna postawi¢ pytanie — jak skuteczna byltaby ta taktyka, gdyby wiezniéw byto wiecej? Innymi
stowy — ile wynositoby P(A) dla liczby wiezniow dazacej do nieskoriczonosci? Zatozmy, ze jest 2n
wiezniow 1 kazdy musi znalezé swoj numer otwierajac maksymalnie n szafek. Analogicznie mozna
pokazad, ze

1 1 1
P(A)=1-— .
(4) <n—|—1+n—|—2+ +2n>

Wykorzystujac pojecie sumy harmonicznej H,, = >}, % mozna zapisa¢ powyzsze rownanie jako
P(A)=1-(Hy,— H,)=1—(Hy, —In2n) + (H, —Inn) —In2.

Powyzszy zapis pozwala wykorzystac statg Eulera-Mascheroniego v = nlLHOlO (H, —Inn) i przeksztalcié

to rownanie do postaci

lim P(A) =1—~v+~v—In2~ 0.30685.

n—oo

Warto przypomnieé, ze prawdopodobieristwo wyjscia na wolnosé 2n wiezniow wybierajacych szafki

2
zupetie losowo wynosi (%) " i dla n — oo bardzo szybko zbiega do zera.

Zrodia:
1. https://en.wikipedia.org/wiki/100_prisoners_problem

2. http://datagenetics.com/blog/december42014 /index.html



