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Opracowanie: Dominika Kubiak, Krystyna Zajac, Taras Kostiuk

Zadanie:
Aby przej$¢ do kolejnego etapu turnieju, tenisista musi wygra¢ dwa mecze pod rzad z trzech. Moze
grac:
(a) z lepszym, z gorszym i znéw z tym samym lepszym
albo

(b) z gorszym, z lepszym i znéw z tym samym gorszym.

Ktory wybor daje wieksze szanse przejscia do kolejnego etapu turnieju, jesli wyniki kolejnych meczy
sa niezalezne?

Rozwigzanie:

Czytajac tres¢ zadania, od razu nasuwa nam sie odpowiedZ, ze wygrana dwa razy pod rzad jest
bardziej prawopodobna grajac w kolejnosci gorszy, lepszy, gorszy. Aby przekonac sie, czy tak jest
w rzeczywistosci, rozwigzemy postawiony problem analitycznie.

Modelujemy sytuacje:

A; — zdarzenie, ze wygrana nastapi w i-tym meczu, gdzie i = 1,2, 3,
B — zdarzenie, ze tenisista wygratl dwa mecze pod rzad,

pr — prawdopodobiefistwo wygrania z lepszym graczem,

py — prawdopodobiefistwo wygrania z gorszym graczem.

Z wlasnosci prawdopodobienistwa oraz z tego, ze p; < p,, wiemy, ze 0 < p; < p, < 1. Zakladamy
ponadto, ze p; > 0, poniewaz, gdyby p; byto réwne 0, to prawdopodobiefistwo wygranej dwoch meczy

pod rzad wynositoby 0 dla obu przypadkow (a) i (b).

Zdarzenia A; to rodzina zdarzen niezaleznych (wzajemnie niezaleznych).
B=(ANANA;)UA NANAS) U AT N AN A;s),

gdzie sumujemy zdarzenia parami roztaczne.

Z niezaleznosci zdarzen A; mamy:

P(B) = P(A1)P(A2>P(A3) + P(A1>P(A2)P(A§) + P(Ai)P(Az)P(Ag). (1)

WARIANT (a)

P(A1) = p P(A])=1-p
P<A2):pg P(Ag)_l_pg
P(A3z) = p P(A3) =1—p

Po podstawieniu odpowiednich wartosci do wzoru (1) otrzymujemy szukane prawdopodobiernistwo:
P(B) = pipgp1 + pipg(1 — p1) + (1 — pi)pgpi = pipgpr + 2(1 — pi)pipg = pipg (P +2 — 2p1) = pipg(2 — p1)-

1



Zatem otrzymalismy, ze szukane prawdopodobienistwo wygrania dwoch meczy pod rzad dla warian-
tu (a), jako funkcja parametrow p;, p, ma postaé

f)(p1spg) = Pipg(2 — 1) (2)

na trojkacie A = {(pi,pg) : 0 < p < py < 1}.

Wykres funkeji fiq)(p1, pg) na A przedstawiony jest na Rysunku 1.
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Rysunek 1: Wykres prawdopodobienstwa wygrania dwoch meczy pod rzad dla wariantu (a) w zalez-
nosci od py, py-

WARIANT (b)

P(A1) = py P(AT) =1—p,
P(A2) = p P(AY)) =1—p
P(A3) = py P(A3) =1—p,

Po podstawieniu odpowiednich wartosci do wzoru (1) otrzymujemy szukane prawdopodobiernistwo:

P(B) = pgpipg +1gpi(1—pg) + (1 —=pg)piDg = pgiDg + 204011 —pg) = DiDg(Pg+2—2pg) = pipg(2—py).

Zatem otrzymalismy, ze szukane prawdopodobienistwo wygrania dwoch meczy pod rzad dla warian-
tu (b), jako funkcja parametrow p;, p, ma postaé

f) (01, 0g) = Pipg(2 — py) (3)



na trojkacie A = {(p,pg) : 0 < p < py < 1}.

Wykres funkeji fiy)(p1, pg) na A przedstawiony jest na Rysunku 2.
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Rysunek 2: Wykres prawdopodobienstwa wygrania dwoch meczy pod rzad dla wariantu (b) w zalez-
nosci od py, py.

POROWNANIE WARIANTOW (a) i (b)
Zauwazmy, ze roznica miedzy prawdopodobienstwem wygrania dwoch meczy pod rzad dla warian-
tow (a) i (b) wynosi

f(a) (pl:pg) - f(b) (plapg) = plpg(pg - pl)-

Poniewaz p; < pg, roznica ta jest zawsze dodatnia.

Mozna stwierdzi¢, ze wariant (a), czyli gra w kolejnosci lepszy, gorszy, lepszy, daje wieksza szanse na
wygrana. Na przykladzie tego zadania widzimy, ze nasza intuicja moze nas czasem myli¢.

Jak istotne moga by¢ réznice w badanym prawdopodobienstwie pomiedzy tymi dwoma wariantami
mozemy zobaczy¢ na Rysunku 3. Dziedzing rozwiazania jest tutaj réwniez trojkat A.
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Rysunek 3: Wykres roznicy prawdopodobienistw wygrania dwéch meczy pod rzad dla warian-
tow (a) i (b) w zaleznosci od py, py.

Najciemniejszy kolor oznacza, ze wybor wariantu wlasciwie nie ma znaczenia. Przyktadowo, gdy
wartos¢ prawdopodobienstwa wygrania z graczem slabszym p, jest bliska 1, a warto$¢ prawdopo-
dobiefistwa wygrania z graczem lepszym p; jest bliska 0, to réznica miedzy prawdopodobiefistwami
wygrania dwa razy pod rzad w kazdym z wariantéw jest bardzo niewielka.

Im kolor jest jasniejszy, tym lepszy jest wybor wariantu (a). Jak widzimy najwieksza roznica na
korzysé tego wariantu pojawia sie tam, gdzie kolor jest bezowy, czyli wtedy, gdy warto$¢ prawdopo-
dobienstwa wygrania z graczem stabszym p, jest bliska 1, a warto$¢ prawdopodobienistwa wygrania
z graczem lepszym p; znajduje si¢ pomiedzy 0.3 a 0.7.

Zatem mozemy stwierdzi¢, ze tenisista grajac z lepszym graczem, nastepnie gorszym i ponownie z tym
samym lepszym, ma wieksze szanse na przejscie do kolejnego etapu turnieju.



