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Zadanie:
Aby przej±¢ do kolejnego etapu turnieju, tenisista musi wygra¢ dwa mecze pod rz¡d z trzech. Mo»e
gra¢:

(a) z lepszym, z gorszym i znów z tym samym lepszym

albo

(b) z gorszym, z lepszym i znów z tym samym gorszym.

Który wybór daje wi¦ksze szanse przej±cia do kolejnego etapu turnieju, je±li wyniki kolejnych meczy
s¡ niezale»ne?

Rozwi¡zanie:
Czytaj¡c tre±¢ zadania, od razu nasuwa nam si¦ odpowied¹, »e wygrana dwa razy pod rz¡d jest
bardziej prawopodobna graj¡c w kolejno±ci gorszy, lepszy, gorszy. Aby przekona¢ si¦, czy tak jest
w rzeczywisto±ci, rozwi¡»emy postawiony problem analitycznie.

Modelujemy sytuacj¦:
Ai � zdarzenie, »e wygrana nast¡pi w i-tym meczu, gdzie i = 1, 2, 3,
B � zdarzenie, »e tenisista wygraª dwa mecze pod rz¡d,
pl � prawdopodobie«stwo wygrania z lepszym graczem,
pg � prawdopodobie«stwo wygrania z gorszym graczem.

Z wªasno±ci prawdopodobie«stwa oraz z tego, »e pl < pg, wiemy, »e 0 ¬ pl < pg ¬ 1. Zakªadamy
ponadto, »e pl > 0, poniewa», gdyby pl byªo równe 0, to prawdopodobie«stwo wygranej dwóch meczy
pod rz¡d wynosiªoby 0 dla obu przypadków (a) i (b).

Zdarzenia Ai to rodzina zdarze« niezale»nych (wzajemnie niezale»nych).

B = (A1 ∩ A2 ∩ A3) ∪ (A1 ∩ A2 ∩ Ac3) ∪ (Ac1 ∩ A2 ∩ A3) ,

gdzie sumujemy zdarzenia parami rozª¡czne.

Z niezale»no±ci zdarze« Ai mamy:

P (B) = P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (Ac3) + P (Ac1)P (A2)P (A3). (1)

WARIANT (a)

P (A1) = pl P (Ac1) = 1− pl
P (A2) = pg P (Ac2) = 1− pg
P (A3) = pl P (Ac3) = 1− pl

Po podstawieniu odpowiednich warto±ci do wzoru (1) otrzymujemy szukane prawdopodobie«stwo:

P (B) = plpgpl+ plpg(1− pl) + (1− pl)pgpl = plpgpl+ 2(1− pl)plpg = plpg(pl+ 2− 2pl) = plpg(2− pl).
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Zatem otrzymali±my, »e szukane prawdopodobie«stwo wygrania dwóch meczy pod rz¡d dla warian-
tu (a), jako funkcja parametrów pl, pg ma posta¢

f(a)(pl, pg) = plpg(2− pl) (2)

na trójk¡cie ∆ = {(pl, pg) : 0 < pl < pg ¬ 1}.

Wykres funkcji f(a)(pl, pg) na ∆ przedstawiony jest na Rysunku 1.

Rysunek 1: Wykres prawdopodobie«stwa wygrania dwóch meczy pod rz¡d dla wariantu (a) w zale»-
no±ci od pl, pg.

WARIANT (b)

P (A1) = pg P (Ac1) = 1− pg
P (A2) = pl P (Ac2) = 1− pl
P (A3) = pg P (Ac3) = 1− pg

Po podstawieniu odpowiednich warto±ci do wzoru (1) otrzymujemy szukane prawdopodobie«stwo:

P (B) = pgplpg+pgpl(1−pg)+(1−pg)plpg = pgplpg+2pgpl(1−pg) = plpg(pg+2−2pg) = plpg(2−pg).

Zatem otrzymali±my, »e szukane prawdopodobie«stwo wygrania dwóch meczy pod rz¡d dla warian-
tu (b), jako funkcja parametrów pl, pg ma posta¢

f(b)(pl, pg) = plpg(2− pg) (3)
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na trójk¡cie ∆ = {(pl, pg) : 0 < pl < pg ¬ 1}.

Wykres funkcji f(b)(pl, pg) na ∆ przedstawiony jest na Rysunku 2.

Rysunek 2: Wykres prawdopodobie«stwa wygrania dwóch meczy pod rz¡d dla wariantu (b) w zale»-
no±ci od pl, pg.

PORÓWNANIE WARIANTÓW (a) i (b)
Zauwa»my, »e ró»nica mi¦dzy prawdopodobie«stwem wygrania dwóch meczy pod rz¡d dla warian-
tów (a) i (b) wynosi

f(a)(pl, pg)− f(b)(pl, pg) = plpg(pg − pl).

Poniewa» pl < pg, ró»nica ta jest zawsze dodatnia.
Mo»na stwierdzi¢, »e wariant (a), czyli gra w kolejno±ci lepszy, gorszy, lepszy, daje wi¦ksz¡ szans¦ na
wygran¡. Na przykªadzie tego zadania widzimy, »e nasza intuicja mo»e nas czasem myli¢.
Jak istotne mog¡ by¢ ró»nice w badanym prawdopodobie«stwie pomi¦dzy tymi dwoma wariantami
mo»emy zobaczy¢ na Rysunku 3. Dziedzin¡ rozwi¡zania jest tutaj równie» trójk¡t ∆.
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Rysunek 3: Wykres ró»nicy prawdopodobie«stw wygrania dwóch meczy pod rz¡d dla warian-
tów (a) i (b) w zale»no±ci od pl, pg.

Najciemniejszy kolor oznacza, »e wybór wariantu wªa±ciwie nie ma znaczenia. Przykªadowo, gdy
warto±¢ prawdopodobie«stwa wygrania z graczem sªabszym pg jest bliska 1, a warto±¢ prawdopo-
dobie«stwa wygrania z graczem lepszym pl jest bliska 0, to ró»nica mi¦dzy prawdopodobie«stwami
wygrania dwa razy pod rz¡d w ka»dym z wariantów jest bardzo niewielka.
Im kolor jest ja±niejszy, tym lepszy jest wybór wariantu (a). Jak widzimy najwi¦ksza ró»nica na
korzy±¢ tego wariantu pojawia si¦ tam, gdzie kolor jest be»owy, czyli wtedy, gdy warto±¢ prawdopo-
dobie«stwa wygrania z graczem sªabszym pg jest bliska 1, a warto±¢ prawdopodobie«stwa wygrania
z graczem lepszym pl znajduje si¦ pomi¦dzy 0.3 a 0.7.

Zatem mo»emy stwierdzi¢, »e tenisista graj¡c z lepszym graczem, nast¦pnie gorszym i ponownie z tym
samym lepszym, ma wi¦ksze szanse na przej±cie do kolejnego etapu turnieju.
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