Rachunek Prawdopodobienstwa M AP1181
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Projekt - Czas dojazdu autobusem
Opracowanie: Klaudia Karpinska

Zadanie

Z pracy do domu mozemy dojecha¢ autobusem jednej z trzech linii: 333, 666 lub 999. Czas dojazdu
autobusem do domu wynosi odpowiednio 12, 15 oraz 18 minut. Autobusy danej linii z przystanku
odjezdzaja co pietnascie minut, przy czym autobusy linii 666 odjezdzaja o cztery minuty poézniej
niz 333, zas autobusy linii 999 o szeS¢ minut poézniej niz 666. Przyjmujac, ze przychodzimy na
przystanek autobusowy w losowym momencie, wyznaczy¢ rozktad czasu dojazdu do domu, S$redni
czas dojazdu i jego odchylenie standardowe. Podaé¢ rozwiazanie zaréwno bez, jak i z uwzglednieniem
czasu oczekiwania na przystanku.

Rozwigzanie:

Niech Ty oznacza moment przyjscia na przystanek liczony w minutach od chwili odjazdu ostatniego
autobusu nr 333. Z tresci zadania Ty ~ U(0, 15], czyli

0, gdyt<0,
Fr(t) =3¢ £, gdy 0 <t <15,
1, gdyt>15.

oraz .
I (t) { 0, poza tym.

Gdy 0 < T < 4, to na przystanku bedziemy czeka¢ 4 — Ty minut, a jecha¢ do domu autobusem 666.
Gdy 4 < Ty < 10, to do domu dostaniemy sie autobusem 999 po oczekiwaniu 10 — 7 minut, a gdy
10 < Ty < 15 odjezdza¢ bedziemy po 15 — Ty minutach autobusem 333.

(a) Przypadek bez uwzglednienia czasu oczekiwania na autobus :
Oznaczmy przez T czas dojazdu do domu (tylko jazda autobusem). Mamy

15 (czas dojazdu autobusem 666), gdy 0 < Ty < 4,
T =< 18 (czas dojazdu autobusem 999), gdy 4 < T, < 10,
12 (czas dojazdu autobusem 333), gdy 10 < T < 15.

Widzimy, ze T przyjmuje trzy wartosci vy = 12, x5 = 15, 23 = 18 z prawdopodobieristwami:

o p1=P(T=12)=P(10 < Ty < 15) = 2,
o po=P(T =15) = P(0 < Ty < 4) =
1

15°
e 3 =P(T=18)=P4<Ty<10)=2L

<
S 15"

Podsumowujac, T" ma rozktad dyskretny podany w tabeli:

n 1 2 3

T~| x| 12115 18
5 4 6

Pn| 15 | 15| 15




Aby otrzymaé sredni czas dojazdu do domu, nalezy wyliczy¢ wartosé oczekiwana ($rednia)
zmiennej losowej T'.

I sposdb (bezposrednio z rozktadu zmiennej losowej T'):

3
ET =3 z.,p,=12- % +15- % + 18- % = 15.2 =15 minut 12 sekund.
n=1

II sposdb (dla T jako transformacji zmiennej losowej Ty z wykorzystaniem rozktadu 7j):

T = g(Tv),
gdzie
15, gdy x € (0,4],
g(x) =14 18, gdy x € (4, 10],
12, gdy z € (10, 15].
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15— |
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Rysunek 1: Wykres funkcji g(z).
Stad
o0 T 0o 15 76
ET = Eg(Ty) = / 9(x) fry () dz = /15-1—5d3:—|—/ 18-1—5dx+/ 12:—dz = <’ = 15.2 = 15 minut 12 sckund,
—o0 0 1 i0

Whiosek: Sredni czas dojazdu autobusem wynosi 15 minut 12 sekund.

Obliczamy odchylenie standardowe o = v/D2T', gdzie D*T = ET? — (ET)?.

1 sposdb:

ET? 23: 2 1222 st L. O Z g

= T n = ¢« — c — T = .
2 nb 15 15 15
11 sposob:
o] 4 1 10 1 15 1
ET? = Eg*(Ty) = / () fr () da = /152 : Bdac+/182 : Ed$+/122 Jpdo = 2376

—00 0 4 10

Zatem

D?*T = 237.6 — (15.2)* = 6.56 = o*
o = v6.56 = 2.56 ~ 2 minuty 34 sekundy

Whiosek: Odchylenie standardowe czasu dojazdu autobusem wynosi okoto 2 minuty 34 sekundy.



(b)

Przypadek z uwzglednienieniem czasu oczekiwania na autobus

Oznaczmy przez S czas dojazdu do domu wraz z czasem oczekiwania na autobus. Mamy

4—Ty+15, gdy0<T,<4,
10—T0+18, gdy4<T0<10,
15— Ty +12, gdy 10 < T, < 15.

S:

Aby wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej S, nalezy znalezé¢ dystrybuante Fg(x) tej zmiennej
losowej. Mamy

Fs(z)=PS<ax)=PA4-To+15<z2i0<Tu<4)+P10-Ty+ 18 <xid <Ty<10)+

+P(15 —To+ 12 <2110 < Tj < 15)
Przyjmijmy, ze :

P1($> = P<4—T0+15<$,0<T0<4),
PQ(.CE) = P(lO—T0+18<33,4<T0<10),
Py(z) = PO5—Ty+12 < z,10 < Ty < 15).

Wtedy Fs(x) = Pi(x) + Py(x) + Ps(x). Wyliczamy

0, gdy x < 15,
””1515, gdy 15 <z < 19,

%, gdy x > 19.

0, gdy z < 18,
Py(z) = P(28—Ty < 2,4 < Ty < 10) = P(T > 28—x,4 < T < 10) = ¢ 2328, gdy 18 <z < 24,

1%, gdy x > 24.

z—12

=, gdy 12 <z <17,
1%, gdy z > 17.

0, gdy = < 12,
Psy(x) = P(27T—Ty < 2,10 < Ty < 15) = P(Ty > 27—2,10 < Ty < 15) =

0.4
0.3333

0.2667

P_(x)
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Rysunek 2: Wykres funkcji P, (x),n = 1,2, 3.



Z pomoca wykresu na rysunku 2. mozemy tatwo wyznaczy¢ sume funkcji Pi(x), Py(x), Ps(z) i

ostatecznie otrzymac szukane Fg(x):

0, gdy z < 12,
’3;512, gdy 12 < x < 15,
f’f;; + i = ?11;27, gdy 15 < z < 17,
Fs(r) = P(S <) = ﬁ£+%§m@%2 N gdy 17 < x < 18,
T— T— T —
2218 N 5 t [ gdy 18 <o < 19,
1, gdy © > 24.
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Rysunek 3: Wykresy dystrybuanty Fg(x) i gestosci fs(z) zmiennej losowej S.

Dystrybuanta Fg(z) jest ciagla i rozniczkowalna poza skoriczona liczba punktéw, zatem S ma

rozktad ciagly o gestosci:

0, poza tym,
fs(z) =< 1= x e (12,15] U (17,
2z e (15,17 U (18,

18]
19].

U (19, 24],

Aby otrzymac $redni czas dojazdu do domu (z uwzglednieniem czasu oczekiwania na autobus),
nalezy wyliczy¢ wartosé oczekiwang ($rednia) zmiennej losowej S.

I sposdb: (bezposrednio z rozktadu zmiennej losowej S):

o0

ES = /:vfs(flf)dflf—/ der/
— 533(? = 17 minut 46 sekund

da:+/

dx—i—/

m+/ —m—

dx—i—/

II sposdb (dla S jako transformacji zmiennej losowej Ty z wykorzystaniem rozktadu Tp):

gdzie

4—x—-15=19 —x,
10 —2 4 18 = 28 — z,

g()

S = g(Tp),

gdy = € (0,4],
gdy x € (4, 10],

15— 2 +12=27—=, gdyz € (10,15].

4



g(x)

Rysunek 4: Wykres funkcji g(z).

Otrzymujemy
00 4
ES = Eg(TO):/ ) (@ /19—95 —dx+/28—a: —dx+/27—x de—
—00 0
= 53303 = 17 minut 46 sekund

Whiosek: Sredni czas dojazdu z uwzglednieniem czasu oczekiwania na autobus wynosi
17 minut 46 sekund.

Obliczamy odchylenie standardowe o = v/D2S, gdzie D2S = ES? — (ES)2.
1 sposob:

ES? = /fos(x)dx:
= / —dx / —daj / —da: / —dm / —dx / —dm—
14661
= ——— =23258
45
11 sposaob:
4
ES? = Eg*(Tp) = /g ) fr (z /19 z) —dm+/28 z) —dm+/27 z) de_3258
0
Zatem

2
D2S = 325.8 — (5;]3) — 10,027 = o2

o =+v10.027 = 3.167 ~ 3 minuty 10 sekund

Whiosek: Odchylenie standardowe czasu dojazdu z uwzglednieniem czasu oczekiwania na au-
tobus wynosi okoto 3 minuty 10 sekund.



