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Projekt - Gra bazujaca na schemacie Bernoulliego
Opracowanie: Paulina Napierata

Zadanie:

Za pomoca doswiadczen wykonywanych zgodnie z warunkami schematu Bernoulliego (z prawdopodo-
bieristwem p sukcesu w pojedynczym doswiadczeniu) okreslamy nastepujaca gre. Osoba decydujaca
sie na udzial w grze przeprowadza jedno doswiadczenie Bernoulliego (np. rzuca moneta, kostka, losuje
ze zwrotem). Gdy wynikiem tego doswiadczenia jest porazka, wtedy osoba ta ptaci m zl. Natomiast
w przypadku sukcesu, powtarza to do$wiadczenie az do pojawienia si¢ porazki, otrzymujac a*~! zt,
jesli porazka ta zaszta w k-tym doswiadczeniu, k=2, 3, ... (gdzie stala a > 0). Wygrana osoby, ktora
jeden raz wziela udzial w grze, jest zmienna losowa W przyjmujaca wartoéci: —m, a', a?, ... Gra
nazywa sie sprawiedliwa, gdy wartosé¢ przecietna wygranej jest réwna zeru: EW = 0.

a) Przy ustalonych p i a dobra¢ tak m, aby gra byta sprawiedliwa.

b) Przy ustalonych p i m dobraé tak a, aby gra byta sprawiedliwa. Obliczy¢ a, jesli:
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c) Przy jakich wartosciach a, gdy ustalone sg wartosci p i m, gra bylaby krzywdzaca dla:

e 0soby podejmujacej gre?

e wlasciciela gry?
Rozwigzanie:

e Model: schemat Bernoulliego, prawdopodobienstwo sukcesu to p, prawdopodobienistwo porazki
tog=1-—p.

e Przez Y oznaczmy czas oczekiwania na pierwsza porazke. Zmienna losowa Y przyjmuje wartosci
k=1,2,3,...z prawdopodobienstwami P(Y = k) = qp*~.

e Gdy wynikiem pierwszego doswiadczenia jest porazka (czyli Y = 1), to placimy m zt. Mamy
zatem:
P(W=-m)=PY =1)=q¢"=¢

e Gdy wynikiem pierwszego doswiadczenia jest sukces, to doswiadczenie powtarzamy az do wy-
stapienia porazki, zarabiajac a*~! z1, gdzie k to numer doswiadczenia, w ktérym porazka zaszla,
k > 1. Mamy zatem:

PW=ad"NH=PY =k =¢"'dak=23,...

e Mozemy zatem zapisa¢, ze wygrana W jest funkcja zmiennej losowej Y (czasu oczekiwania na
pierwsza porazke).
—m,gdy Y =1
a*,egdy Y > 1



e Dyskretny rozklad zmiennej losowej W jest zadany ciagiem {(wg,pr), k = 1,2,...}, gdzie
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e Korzystajac ze wzoru na warto$é¢ oczekiwang dla rozktadu dyskretnego, mozemy znalezé EW.

EW = wipr = —mg+q > a" 'p" = qg(—m+> (ap)* ), gdzie m,a>0i0<p<1,qg=1-p.
k=1 k=2 k=2

Szereg ten jest zbiezny <= |ap| < 1. Zatem EW istnicje <= a < z% przy m,a > 0,

0 < p < 1. Ponadto, korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego, otrzymujemy:

ap
EW = q(—
q( m+1_ap)

Rozwiazanie podpunktu a):
Gdy wartosci p € (0,1) 1 @ > 0 sg ustalone, przy czym ap € (0,1), gra bedzie sprawiedliwa dla
takiego m, ze:

ap

EW =q(— =0
q( m+1_ap)
< m = a
1—ap

Rozwiazanie podpunktu b):
Gdy wartosci p € (0,1) i m > 0 sa ustalone, gra bedzie sprawiedliwa dla takiego a, ze:

EW = q¢(—m + )=0iape(0,1)

1—ap

< 0=-m(l—ap)+ap, 0 <ap<1

— O0=—m+map+ap, 0 <ap <1
< m=ap(m+1),0<ap<1

= a= bo wtedy ap = T (0,1))
m

pm+ 1) i

W dalszej czesci dla ustalonych wartosci m > 01 p € (0,1) obliczamy a z powyzszego wzoru, aby
ustali¢ warto$¢ parametru dla gry sprawiedliwe;j:

o m ,P=3 @ = T
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e mM=g,p==— 0= pYgsy =1
em=1p==a=1+1t-=3
P=5 i+
e M = 2, p = l — q = T 2 e 4
6 1)
e MM = 5, p = l > q = T 5 = 5
6 I(5+1)
Whioski:
® 7 pOWYyZszego wzoru a = ﬁ i przyktadowych obliczen tatwo stwierdzi¢, ze im trudniejsza

gra (prawdopodobienistwo sukcesu mniejsze), tym a dla gry sprawiedliwej jest wieksze przy
ustalonym stalym m, a co za tym idzie - stawka w przypadku wygranej wicksza.
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e Przy ustalonym p mozemy tak dobra¢ m dla gry sprawiedliwej, zeby a miato wartos¢ 1. Takie

m to m = 1%}3 = g. W takim przypadku niezaleznie od tego, czy pierwsza porazka pojawi sie

w drugim, czy w kolejnym do$wiadczeniu, gracz zyska 1¥~! = 1 z1. (Oczywiscie, gdy porazka
pojawi sie w pierwsze]j probie, gracz straci m = % zt.)

Rozwiazanie podpunktu c):

e Gdy wartosci p € (0,1) i m > 0 sg ustalone, gra jest krzywdzaca dla osoby podejmujacej gre,
gdy EW < 0, (poniewaz wtedy na mocy Prawa Wielkich Liczb mozna oczekiwaé, ze osoba ta
poniesie strate wielokrotnie grajac w te gre). Szukamy a > 0, dla ktorego:

EW <0iap<1
<~ ap(m+1)—m<0iap<1

— l<a<< —
p(m+1)

e Gdy wartosci p € (0,1) i m > 0 sa ustalone, gra jest krzywdzaca dla wlasciciela gry, gdy
EW > 0, (poniewaz wtedy na mocy Prawa Wielkich Liczb mozna oczekiwaé, ze wtasciciel
straci przy wielokrotnych powtorzeniach tej gry). Szukamy zatem a > 0, dla ktorego:

EW >0iap<1
<~ ap(m+1)—m>0iap<1

1
<= —>aq > —
p p(m+1)

(Gdy a > %, EW = oo, wiec takze dla takich a gra jest krzywdzaca dla wtasciciela gry.)



