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Zadanie:

Maz i zona zawarli nastepujacg umowe: Jezeli w danym dniu naczynia myje maz, to o tym, kto myje
naczynia w dniu nastepnym, decyduje rzut moneta. Jezeli w pewnym dniu naczynia myje zona, to w
dniu nastepnym naczynia myje maz. W pierwszym dniu umowy o tym, kto myje naczynia, decyduje
rzut moneta. Oblicz:

(a) prawdopodobieristwo tego, ze w trzecim dniu umowy naczynia myje maz;

(b) prawdopodobienistwo tego, ze w trzech pierwszych dniach umowy naczynia myt maz, o ile
wiadomo, ze myt on naczynia w dniu czwartym,;

(c) prawdopodobieristwo tego, ze w pierwszym tygodniu umowy maz i zona myli naczynia na
przemian;

(d) lim p,, gdzie p, to prawdopodobieristwo tego, ze w n-tym dniu umowy naczynia myje maz.
n—oo

Rozwiazanie:

Wprowadzamy oznaczenia:

A, - zdarzenie, ze w n-tym dniu naczynia zmywa maz, p, = P(A,), gdzien =1,2,3...
Wtedy A¢ - zdarzenie, ze w n-tym dniu naczynia zmywa zona.

(I) Mamy:
pr=P(A) =3
P(As]Ay) = %7 P(As|AT) =1,
ogolnie dlan =1,2,...
P(AnJrl‘An) = %7 P(AnJrl’AZ) =1
i stad:
Prar = P(Api1) = P(Ani1|An) P(Ay) + P(Ania|A7L) P(A7) = %P(An)“i‘l(l_P(An)) = 1—%]%-

(IT) Z tresci zadania wynika, ze zasady dla dnia nastepnego zaleza tylko od sytuacji w dniu biezacym.
Zatem P(An+1|A1ﬂA2ﬂ . ﬂAn) = P(An+1|An) oraz P(An+1’A1 ﬂAQﬂ . ﬂA%) = P(An+1|A;)
Co WiQCGj, P<An+1|Bn—1mAn> = P(An+1|An) 1 P(An+1|Bn—lmA$L) = P(An+1|A$L> dla dOWOhlegO

zdarzenia B,,_1, ktore powstaje z Ay,..., A, _1 przez przekroje, sumy, dopelnienia.

Ad (a) Mamy obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze w trzecim dniu umowy naczynia myje maz, tzn.

ps = P(A3) =7
Pokazalismy w (I), ze py = P(A;) = 3 oraz ppp1 =1 —3p, dlan=1,2,...
Zatem:

p=1-tm=1-1
p3=1—3pp=1—1%-
Odpowiedz: Prawdopodobienistwo tego, ze w trzecim dniu umowy naczynia myje maz,
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wynosi g.
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Ad (b)

Ad (c)

Ad (d)

Chcemy policzy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w trzech pierwszych dniach umowy naczynia
myl maz, o ile wiadomo, ze myt on naczynia w dniu czwartym, czyli P(A; N Ay N A3|Ay).

Ze wzoru Bayesa i (II)

P(A, 1 Ay Ayl dy) = DAl N 4N A)PAIN AN Ay) | PAA)P(AL N A2 0 Ay)

P(A4) N P(Ay)
Mamy z (I):
P(Ay) = —1—*133_1—* -4,
P(A4|A3) =

a z definicji prawdopodobieristwa warunkowego, (I) i (II) otrzymujemy
P(A;NAyN As) = P(A3|A; N Ag)P(A1 N Ay) = P(As]A2)P(Ay] A1) P(Ay)

Stad :
1 1y3
P(A; N Ay N Ag|Ay) = 23 = L
16

(3)°

Odpowiedz: Prawdopodobienistwo tego, ze w trzech pierwszych dniach umowy naczynia myt
1

maz, o ile wiadomo, ze myt on naczynia w dniu czwartym, wynosi 17
Chcemy obliczyé¢ prawdopodobienistwo tego, ze w pierwszym tygodniu umowy maz i zona myli
naczynia na przemian, czyli:

P(AINASNAsNASNAsNASN A7) + P(AT N AsNASN Ay N AE N Ag NAS).

Z definicji prawdopodobieristwa warunkowego, (I) i (II) otrzymujemy
PAINASNAsNASNAsNASN A7) = P(A7JAiNASN ... NAG) - P(ALNASN...NAS) =
= P(A7|A§) - P(A§|A1NASN...NA5) - P(AINASN...NA5) =

=1-P(A§|A5) - P(A5|A1NASNA3N A -P(AIN...NAJ =

= (A5|AC) P(A5|A1NASN As) - P(ATNASN Ag) = £ -1 P(A§|A3) - P(ATN A5 N Ag) =

1
— 2
= % 1 ? (Ag]AlﬂAC) P(A, ﬂlAg) = %.11. %ip(/ig‘Ag).p(AlmA@ —

Analoglczme otrzymamy.

PATNA;NASNA T NAENAgNAS) =

= P(A|Ag)- P(As|AS)- P(AS| As)- P(Ad] A5) P(AS| Az)- P(As] AS)- P(AS) = L.
Zatem

P(ANASNASNASNASNAGN A7)+ P(ASN A NASNANASNAGNAS) = (B +($) =2 (3) =1

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo tego, ze w pierwszym tygodniu umowy maz i zona myli na-
czynia na przemian, wynosi é.
Z (I) ciag (pn)32, spelnia rownanie rekurencyjne p,.1 = 1 —
R()wnowaZnie

1

N B N
Pnt1 —3 =3 3 " Dn
Pni1— 3 = %(p —

w N

).

Inaczej mowiac, (p,— )n 1 jest ciagiem geometrycznym o ilorazie —% Kazdy ciag geometryczny
g) =0, czyli JLIglopn = g

o ilorazie ¢, gdzie |q| < 1, jest zbiezny do zera. Zatem nlmgo( n = %

Odpowiedz: nh_)nolo DPn = %



