Rachunek Prawdopodobienstwa MAP1181

Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Lista 6. Wartos¢ oczekiwana, wariancja, mediana, kwartyle
rozkladu prawdopodobienstwa.
Transformacje zmiennej losowe;].

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Zadanie

Wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwana i wariancje oraz wyznacz mediane i kwartyle dyskret-
nego rozktadu zmiennej losowej X,

n | 1 2 3
(a) podanego w tabeli| z,, | -1 | 0 | 1 |
pn | 0,6 10,310,1

1
(b) zadanego ciagiem {(x,,p,),n =1,2,...}, gdzie z,, = —, p, = (
n

c) gdzie X to losowa wygrana, ktora wynosi n zt z prawdopodobienstwem € n=~012,...
(c) g ygrana, y p p X 1,2,
n!
(patrz tez zadanie 5.1 (c)). Czy zagralbys w te gre? OdpowiedZ uzasadnij.

(d) gdzie X to losowa wygrana w grze, w ktorej gracz wyciaga z talii (52 kart) trzy karty (bez
zwracania) i jesli sa to 3 asy, wygrywa 100 zt. Jesli sa wsrod nich dokladnie 2 asy, gracz
wygrywa 50 zt. Jesli sa to 3 figury, gracz wygrywa 10 zt, a w pozostalych przypadkach ptaci
1 zt (patrz zadanie 4.1 (a)). Czy zagralbys w te gre? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie

Wylicz - o ile to mozliwe - warto$é¢ oczekiwang i wariancje oraz wyznacz mediane i kwartyle ciagtego
rozktadu zmiennej losowej X

L. ] 0 dla |z| > 1,
(a) o gestosci f(x) = { —2%(352 _5) dla | <1
x dla 0 <z <1,
(b) o gestosci f(x)=¢ 2—x dla 1<x<2
0 dla pozostatych z.
(€) o gestosci f(z) = ——
c) o gestosci =—.
g¢ 0= )
L ) @/m)/V1I—=2? dla —1/2<z<1/2,
(d) o gestosci f(x) = 0 poza. tym.
.. 0 dla z <0,
(¢) o gestosci f(z) = { (1f§2)2 dla z > 0.
0 dla x <0,
(f) o dystrybuancie F(z) =< z* dla 0<uz <1,
1 dla z>1



Zadanie

(a) Liczba czastek wpadajacych do pewnego licznika to zmienna losowa X o rozkladzie Poissona
P(2). Definiujemy nowa zmienna losowa Y

v_ [ X edy X <10,
—) 10, gdy X > 10.

Wyznacz rozktad zmiennej losowej Y.

(b) Zalézmy, ze napiecie U = Uy sin ¢ pradu zmiennego ma losowa faze ¢ o rozktadzie jednostaj-

nym U (—5, 5) i amplitude Up,.x = 1. Znajdz rozklad losowego napiecia U.

(c) Bok szescianu B ma rozktad jednostajny U4(2,9;3, 1) cm. Szescian wykonano z zelaza o gestosci

7,88 g/cm®. Wyznacz rozklad masy M tego szescianu.

(d) Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy Exp(2).
Znajdz rozklad zmiennej losowej Y = 1 — e=2X,

(e) Niech X bedzie zmienng o rozkladzie normalnym N (0, 2). Znajdz rozktady zmiennych losowych

Y =,/|X]iZ=X2%
Zadanie

(a) Wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwana i wariancje napiecia U = Upay sin ¢ pradu
zmiennego, ktore ma losowa faze ¢ o rozktadzie jednostajnym U (—g, g) i amplitude Upax = 1.

Wykorzystaj przy tym rozktad losowej fazy ¢.

(b) Bok szescianu B ma rozklad jednostajny ¢(2,9; 3, 1) cm. Sze$cian wykonano z zelaza o gestosci
7,88 g/cm?. Wylicz - o ile to mozliwe - warto$é oczekiwang i wariancje losowej masy M tego
szescianu, wykorzystujac rozktad losowego boku B.

(c) Wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwana i wariancje zmiennej losowej ¥ = 1 — e 2%,
gdzie X ma rozktad wyktadniczy Exp(2). Wykorzystaj przy tym rozklad zmiennej losowej X.

Zadanie
(a) Udowodnij nier6wnos¢ Markowa, podang na wyktadzie.

(b) Prawdopodobieristwo wyprodukowania wybrakowanego wiertta wynosi 0.01. Stosujac nierow-
no$¢ Markowa oszacuj po ile wiertel nalezy pakowaé¢ do pudetek, aby prawdopodobieristwo, ze
pudetko zawiera co najmniej 50 sztuk dobrych, byto nie mniejsze niz 0.95.

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz



6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Odpowiedzi i wskazéwki:

(a) EX = —0,5, DX = 0,45, 205 = —1, 2025 = —1, 2o75 = 0;

(b) zastosuj np. Wolfram; EX = e—2 ~ 00,7183, D?X = Fi(1)+2—e—vy—(e—2)% ~ 0,0836915,
gdzie Fi(x) = — [%, e_ttdt, v=—Jo e "Inzdr ~ 0.5772 - stala Eulera-Mascheroniego, x5 -
dowolna liczba z przedziatu [0.5,1), xg25 = 0,5, zo75 = 1;

(C) EX = 1, D2X = 1, Xos = 1, To,25 = O, Xo,75 = 2;

(d) EX = —%‘21; ~ —0,21 zt, D?X = % ~ 36,32, xo5 = —1, 2025 = —1,

To5 = —1.

(a) EX =0, D’X = % ~ 0,3143, 205 = 0, z025 =~ —0,46875 (jest to rozwigzanie réwnania
23 — 152 — 7 = 0 nalezace do przedzialu (—1,1)), zo75 = —20.25 ~ 0,46875 (jest to rozwiazanie
réwnania z° — 152 + 7 = 0 nalezace do przedziatu (—1,1));

(b) EX =1, D2X = L mo5 =1, moos = %2 ~ 0, 7071, w75 = 2 — L2 =~ 1,2929;

(c) EX nie istnieje, D?X nie jest zdefiniowana, x5 = 0, zo25 = —1, To75 = 1;
(d) EX =0, D2X = 2733 (), 0865, 205 = 0, 225 = —sin 5 &~ —0, 2588,
Lo, 75 = sin & =~ O, 2588,

2

1
(€) EX = T a2 1,5708, D2X = 00, 25 = 1, 205 = L2 ~ 0,5773, 275 = V3 ~ 1,7320;
(f) ER=2,D2X = &, mo5 = Y2 ~ 0,7071, w925 = &, 2075 = £ =~ 0,8660.

we=Fk| O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
~ | 0,1354 | 0,2707 | 0,2707 | 0,1804 | 0,0902 | 0,0361 | 0,012 | 0,0034 | 0,0009 | 0,0002 0,0001
(wartosci pp w przybliZzeniu na podstawie tablic rozktadu Poissona);

d —-1,1
(b) U ma rozkltad o gestosci fy(u) = { 0 L gdi// Zi E—lj 13:

2O8 =23 gdy m e [193,18532; 234, 75308),

(¢) M ma rozklad o gestosci fu(m) = {

0, poza tym,
(d) Y ma rozktad jednostajny ¢(0, 1);
0, gdy y <0,
(e) Y ma rozktad o gestosci fy(y) = { %ye_% ady > 0 Z ma rozktad gamma G (é, %)
8T ’ ’

(a) EU = 0, D2U = ; (b) EM = D888G12290) 993 o
7

D2V — w — (EM)? ~ 151 g%
(c) BY =1, D% = .

12

(b) Dla 63 wiertel warunki sa spetione.

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz



