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Zadanie Niech E|X| < oo oraz o-cialo G C F. Pokaz, ze

() BE(X|G)) = EX;

(b) E(aX+bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G) p.n., gdzie a,b sa dowolnymi statymi.

(c) jezeli X jest G-mierzalna, to E(X|G) = X p.n,;

(d) jezeli X jest niezalezna od G, to E(X|G) = EX p.n.
)

(e) dla G, C G C F mamy E(E(X|G1)|G) = E(E(X|G)|G1) = E(X|G)) p.n.

Zadanie Wyznacz rozktady warunkowe X pod warunkiem Y oraz Y pod warunkiem X oraz
odpowiadajace im warunkowe wartosci oczekiwane dla wektora losowego (X,Y) o podanym rozkta-
dzie.
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(b) rozklad o gestosci f(x,y) { 0 poza tym.

L. Jbry2—2—y) dla 0<zx<1 0<y<l,
(c) rozktad o gestosci f(z,y) = { 0 poza. tym.

sin(x+y)

Zadanie Niech (X, Y') ma rozktad o gestosci f(x,y) = { 2
0 poza tym.

Wyznacz E(X|Y), E(X+XY|X), E(X+XY|X=7/2), E(X?4+XY|X+Y).

Zadanie

(a) Rzucamy symetryczng kostka tak dlugo az wypadnie liczba podzielna przez 3. Interesuje nas
ilo§¢ wyrzuconych po drodze ,2”. Opisaé¢ to do$wiadczenie przy pomocy dwoch zmiennych lo-
sowych X 1Y (gdzie X to czas oczekiwania na liczbe podzielna przez 3). Znalezé ich rozktad
taczny, rozktad brzegowy X oraz rozkiad warunkowy Y pod warunkiem X. Wyznaczy¢ EX
oraz E(Y|X), a na tej podstawie takze EY'.

dla 0<z <3, 0<y<3

(b) Wiemy, ze rozktad warunkowy zmiennej losowej X pod warunkiem Y = y to rozklad Poissona
z parametrem y, a Y ma rozklad gamma G(2,4). Pokaz, ze X ma rozktad ujemny dwumianowy.
Wyznacz jego parametry.



Zadanie

(a)

9.2

Pokaz, ze jezeli zmienne losowe Y] 1 Y, sa niezalezne i maja taki sam rozklad stabilny S(«, 3, m, ¢)
jak zmienna losowa Y, to dla dowolnych stalych A, Ao > 0

MY+ Y LAY 46

dla pewnych statych A > 0, § (zaleznych od A1 i Ay). Wyznacz postac statych A > 0, 4.

Niech Z bedzie zmienng losowa o rozkladzie S(v,1,0,1) dla pewnego 0 < v < 1, a Y -
o rozktadzie standardowym normalnym, przy czym Z i Y sa niezalezne. Wyznacz rozktad
zmiennej losowej X = Z1/2Y.

Niech Z bedzie zmienna losowa o rozkladzie S(v,1,0,1) dla pewnego 0 < v < 1, aY - o
rozkltadzie S(«,0,0,1) z 0 < a <2, a # 1, a # 1/, przy czym Z i Y sa niezalezne. Wyznacz
rozklad zmiennej losowej X = Z'/Y.

Niech Xi, Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
: X1+ .+ X — an
Pareto z parametrami 0 < a < 2, A > 0. Wyznacz a,, b,, dla ktérych ! 2 a4 ma

niezdegenerowany rozktad graniczny przy n — oco. Podaj ten rozktad graniczny.

Odpowiedzi i wskazowki:

T, || O 1
P(X =z,]Y =—-1)3/8|5/8
@) =y =0 01
P(X =xz,]Y =1) | 3/74/7
wl 1] 0 1
PY =uy/X=0)]1/2] 0 [1/2 [EY|X)=—-41(X) pn;
P(Y =y |X =1)|5/14 | 5/14 | 4/14

s E(X[Y) = 314(Y) + Lo(Y) + 71.(Y) pn,

(b) zmienne losowe niezalezne (patrz Zad. 7.2(a)), wigc rozklady warunkowe takie same jak
brzegowe (patrz Zad. 7.2(a)), a warunkowe wartosci oczekiwane sa rowne zwyklym wartosciom

oczekiwanym, czyli E(X|Y) = EX = 16/27 p.n, E(Y|X) =EY =08 pn; (¢)dla0 <y <1

6x(2 —x —y)
———> dla0<z <1,
fxpy (zly) = 4 -3y ;
0 dla pozostatych =z
2,5 —-2Y
6y(2 —z —y)
= dla0<y<l1
dla0<z<1 fyx(ylz) = 13z ausyss
0 dla pozostatych y
2,5 —2X
EY|X)=—“"——
YIX)=—"—3x%
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Y 2—1)sinY
cos Y +(m/ ' ) sin n: B(X+XY|X
cosY 4sinY

) =
E(X+XY|X=7/2) = (7/2)% E(X*+ XY |X+Y) = L(X+Y)?p

9.3 E(X|Y) =

cos X+(m/2—1)sin X
X1 A
( + cos X +sin X p-t

9.4 (a) X - czas oczekiwania na pierwsza liczbe podzielna przez 3,
Y -ilo$é ,,2” wyrzuconych do chwili X.
(X,Y) przyjmuje wartosci (z,,yx) = (n,k), gdzie n = 1,2,... oraz k = 0,1,...,n — 1;

;) Z

prawdop.
pok=P(X =nY =k) = (ngl)(é)k(%)n—l—k%
PX=n)=i3""'n=12. . ,EX=3
P(Y =KX =n) = ("' )(DPE)" 5 k=0,1,...,n— 1, B(Y|X) = }(X — 1)
EY = E(E(Y[X)) =E;(X — 1) = {(EX - 1) = 3;
(b) NB(4,2).

m(A + A — (AF 4+ A§)V) dla a # 1,

— (@ al/a — .
9.5 (a) A= (AT +A5)7/*, 8 { 208 (A + X)) In(A + Xo) — A In A — Aoln X)) dla a=1.

(b) X ma rozklad stabilny S(2v,0,0,27Y/2 (cos(mv/2)) " @);
(c¢) X ma rozktad stabilny S(a, 0,0, (cos (7y/2))” 1/(0‘7))’

0, gdy a <1,
n 1/a
_— dy 1<a<?2, I'(2 — a) cos(ma/2 1 1/a
@, =] A1) o o | (PR e iy 0t
y / Cosl2i"/7m xz, gdy a=1, (m/2)A™n, gdy a=1,
x

rozktad gramczny to S(a,1,0,1)
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