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Lista 2. Prawdopodobienstwo warunkowe. Twierdzenie o
prawdopodobienistwie catkowitym. Wzoér Bayesa. Niezaleznos$é zdarzen.
Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Zadanie
P(ANB
(a) Uzasadnij, ze Pg(A) := P(A|B) = (P(B))
prawdopodobienistwo na (2, F), tzn. (2, F, Pg) jest nowa przestrzenia probabilistyczna.

przy ustalonym B, takim ze P(B) > 0, to nowe

(b) Udowodnij twierdzenie o prawdopodobieristwie catkowitym i wzor Bayesa:
Twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym: Niech {B,,n € T C N} bedzie rozbi-
ciem zbioru € (tzn. rodzina zdarzen losowych parami roztacznych taka, ze U B, = Q) przy

neT
czym P(B,) > 0 dla kazdego n. Wtedy dla dowolnego A € F mamy P(A) = Y- P(A|B,)P(B,).
neT
P(A|B)P(B)

Wzoér Bayesa: Dla dowolnych A, B € F takich, ze P(A)P(B) > 0 mamy P(B|A) = P(A)

(c) Pokaz, ze P(N32, An) = 1 <= P(A,) =1 dla kazdego n.

(d) Udowodnij lemat Borela-Cantelliego:
Niech {A4;,i € N} bedzie bedzie ciagiem zdarzen losowych w (Q, F, P). Definiujemy A =
Noe, U2, A;. Wtedy:

1. Jezeli szereg § P(A;) jest zbiezny, to P(A) = 0.
i=1

2. Jezeli szereg § P(A;) jest rozbiezny i zdarzenia A;,i € N sa niezalezne, to P(A) = 1.
i=1

Zadanie

(a) (c.d. zadania 1.2 (d)) Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami do gry, zielona i biala, i
obserwujemy, jakie wypadty liczby oczek. Niech A bedzie zdarzeniem losowym, ze iloczyn wy-
losowanych liczb oczek jest liczbag parzysta, a B - zdarzeniem losowym, ze na obu kostkach
wypadla ta sama liczba oczek. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe B pod warunkiem, ze
zaszto A.

(b) Wérod 100 mezczyzn jest 5 daltonistow, a wsrod 1000 kobiet sa 2 daltonistki. Z grupy o jedna-
kowej liczbie kobiet i mezczyzn wybrano losowo osobe, ktora okazala sie daltonista. Jakie jest
prawdopodobienistwo, ze jest to mezczyzna?

(c) Pewna choroba jest obecna w 0.05% populacji. Opracowano test, ktory daje wynik dodatni
ua = 95% chorych i u b = 7% zdrowych. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pacjent
z wynikiem dodatnim jest chory? Czy ma on powody do obaw? Dla jakich wartosci a i b
pozytywny wynik testu w istotny, twoim zdaniem, sposob wskazywalby na obecnosé badane;
choroby u pacjenta?

(d) W pewnym teleturnieju za jednymi z trzech zamknietych drzwi znajduje sie samochod, a za
pozostaltymi dwoma Zonki. Prowadzacy gre wie, ktére drzwi kryja samochod. Gracz wskazuje
na jedne z drzwi, prowadzacy otwiera jedne z pozostatych odkrywajac Zonka i nastepnie pyta



gracza, ktore z zamknietych drzwi otworzy¢ (tzn. czy gracz zmienia wybor, czy nie). Jezeli
gracz wskaze na odpowiednie drzwi, wygrywa samochod.

Powiedzmy, ze gracz wskazal na poczatku na drzwi nr 2, a prowadzacy gre otworzyt drzwi nr
1 z Zonkiem. Czy graczowi optaca sie zmieni¢ decyzje i wskaza¢ na drzwi nr 37 Odpowiedz
uzasadnij.

Sposrod trzech rownorzednych kandydatow nalezy wybraé przewodniczacego grupy. W tym celu
na jednej z trzech czystych kartek piszemy stowo ,przewodniczacy” i wrzucamy je do pudetka.
Nastepnie kandydaci kolejno losuja jedna kartke i ten, ktory wylosuje ,przewodniczacego” zo-
staje wybrany. Ktory kandydat ma najwicksze szanse: losujacy jako pierwszy, drugi, czy trzeci?

Pewna firma przewozowa uzywa niebieskich i zielonych samochodéw, przy czym zielonych jest
3 razy wiecej niz niebieskich. W nocy zdarzy!t sie wypadek spowodowany przez samochod tej
firmy, ale sprawca odjechal z miejsca wypadku. Swiadek twierdzi, ze samochod byt zielony.
Eksperymenty wykazaty jednak, ze $wiadek ten poprawnie rozpoznaje kolor auta w takich
warunkach tylko w 80% przypadkow. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wypadek spowodowany
zostal rzeczywiscie przez zielone auto?

Zadanie

(a)

2.2

2.3

(c.d. zadania 1.2 (a)) W pudetku znajduja sie guziki jednakowego ksztaltu, sze$¢ biatych,
osiem roézowych, trzy fioletowe i trzy czarne. Wylosowano w sposob przypadkowy jednoczesnie
trzy z nich. Niech A oznacza zdarzenie losowe, ze wylosowano guziki tego samego koloru, a
B - zdarzenie losowe, ze wylosowano co najmniej dwa guziki rézowe. Sprawdz, czy A i B sa
niezalezne.

(c.d. zadania 1.4 (a)) Wybierasz losowo (bez wyr6zniania jakiegokolwiek kawaltka) punkt (z,y)
z kwadratu [0, 2] x [0, 2]. Niech A bedzie zdarzeniem losowym, ze wylosowany punkt lezy ponize;
krzywej y = —%(:1:2 — 2x), a B - zdarzeniem losowym, ze pierwsza wspotrzedna wylosowanego
punktu jest wieksza niz 1.5. Sprawdz, czy A i B sa niezalezne.

Prawdopodobienistwo trafienia w ruchomy cel przy jednym strzale jest rowne 2/3. Pie¢ oséb
strzela niezaleznie do jednego ruchomego celu. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze cel zostanie
trafiony?

Jest 10 kartek z pytaniami egzaminacyjnymi. Losuje si¢ jedna z nich w sposob przypadkowy.
Kartka nr k zawiera najtrudniejszy zestaw pytan. Obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze zaden
z pieciu zdajacych nie wylosuje kartki nr £, jesli wylosowane juz kartki

1. sa odktadane;

2. nie sg odktadane, tzn. moga by¢ ponownie wylosowane.

W ktorym z dwu rozwazanych sposobéw losowania zdarzenia polegajace na wylosowaniu kartki
nr k przez rézne osoby zdajace sa niezalezne?

Korzystajac z lematu Borela-Cantelliego oblicz prawdopodobieiistwo, ze przy nieograniczonym
w czasie rzucaniu symetryczna kostka do gry wynik "6” pojawi sie nieskonczenie wiele razy.

Odpowiedzi i wskazowki:

(a) § ~0.1111; (b) 2 ~ 0.961152; (c) 930999 ~ 0.00674; (d) tak, patrz przyklady; (e) losujacy

majg taky sama szanse 5; (f) 12 ~ 0.9231
(a) nie; (b) mnie; (¢) 22 ~ 0.9959; (d) 1. 0.5, 2. (0.9)> ~ 0.59; zdarzenia sg niczalezne w
przypadku 2.; (e) 1.

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz



