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Rachunek Prawdopodobienstwa MAT1332

Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Lista 6. Warto$é oczekiwana, wariancja, mediana, kwartyle
rozkladu prawdopodobienstwa.
Transformacje zmiennej losowe;].

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Zadanie

Wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwang i wariancje oraz wyznacz mediane i kwartyle dyskret-
nego rozktadu zmiennej losowej X,

-1

(a) gdzie X to losowa wygrana, ktora wynosi n zt z prawdopodobieristwem c o= 0,1,2,...,
n!
(patrz tez zadanie 5.1 (c)). Czy zagralbys w te gre? OdpowiedZ uzasadnij.

(b) gdzie X to losowa wygrana w grze, w ktorej gracz wyciaga z talii (52 kart) trzy karty (bez
zwracania) i jesli sa to 3 asy, wygrywa 100 zt. Jesli sa wsrod nich dokladnie 2 asy, gracz
wygrywa 50 zt. Jesli sa to 3 figury, gracz wygrywa 10 zt, a w pozostalych przypadkach ptaci
1 zt (patrz zadanie 4.1 (a)). Czy zagralbys w te gre? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie

Wrylicz - o ile to mozliwe - warto$é oczekiwang i wariancje oraz wyznacz mediane i kwartyle cigglego
rozktadu zmiennej losowej X

. ] dla |z| > 1,
(a) o gestosci f(x) = { _%($2 _5) dla |z <1,
x dla 0 <z <1,
(b) o gestosci f(x) =¢ 2—x dla 1<z<2
0 dla pozostatych x.
(¢) o gestosci f(z) = ——
¢) o gestosci f(r) = ———.
ge 0T
. ] @B/m)/V1I=2? dla —1/2<x<1/2,
(d) o gestosci f(z) = 0 poza. tym.
. 0 dla z <0,
(¢) o gestosci f(z) = { (1f§2)2 dla = > 0.
0 dla x<0,
(f) o dystrybuancie F(z) =< z? dla 0<uz <1,
1 dla z>1



Zadanie

Uzasadnij wzory dla wartosci oczekiwanej podstawowych rozktadéw probabilistycznych z listy poda-
nej na stronie kursu.

Zadanie

(a)

(b)

(c)

Udowodnij nieréwnosé Czebyszewa:
Jesli istnieje wariancja DX, to dla kazdego a > 0 mamy
D2X

P(X ~EX|>a) < =

Udowodnij nierownosé¢ Markowa:
Jesli X jest nieujemna z prawdopodobienstwem 1 oraz istnieje EX, to dla kazdego a > 0 mamy
EX

P(X >a) <
(X0 <=

Prawdopodobienistwo wyprodukowania wybrakowanego wiertta wynosi 0.01. Stosujac nieréw-
no$¢ Markowa oszacuj po ile wiertel nalezy pakowaé¢ do pudetek, aby prawdopodobieristwo, ze
pudetko zawiera co najmniej 50 sztuk dobrych, byto nie mniejsze niz 0.95.

Zadanie

(a)

Liczba czastek wpadajacych do pewnego licznika to zmienna losowa X o rozkladzie Poissona
P(2). Definiujemy nowa zmienna losowa Y

v X, gdy X <3,
1 3, gdy X >3.

Wyznacz rozktad zmiennej losowej Y, a nastepnie wylicz jej wartos¢ oczekiwana i wariancje.

Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny (0, 1). Znajdz rozktady zmiennych losowych

Y = 4X + 11 Z = X% Na tej podstawie wylicz - o ile to mozliwe - wartoéci oczekiwane
i wariancje zmiennych losowych Y i Z. Nastepnie wylicz te parametry raz jeszcze korzystajac
tylko z rozktadu zmiennej losowej X.

Zatozmy, ze napiecie U = Ui sin ¢ pradu zmiennego ma losows faze ¢ o rozktadzie jednostaj-

nym U (—5, 5) i amplitude Upax = 1. Znajdz rozklad losowego napiecia U. Na tej podstawie
wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwanag i wariancje napiecia U. Nastepnie wylicz te

parametry raz jeszcze korzystajac tylko z rozktadu zmiennej losowej ¢.

Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny (0, 1). Znajdz rozklad zmiennej losowej Y = In X.
Na tej podstawie wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwana Y. Nastepnie wylicz ten
parametr raz jeszcze korzystajac tylko z rozktadu zmiennej losowej X.

Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy Exp(2). Znajdz rozklad zmiennej losowe;j
Y =1 — e 2X. Na tej podstawie wylicz - o ile to mozliwe - warto$é oczekiwana i wariancje Y.
Nastepnie wylicz te parametry raz jeszcze korzystajac tylko z rozkladu zmiennej losowej X.

Niech X bedzie zmienna o rozktadzie normalnym N (0, 2). Znajdz rozktady zmiennych losowych
Y =./|X|iZ=X>2

Zmienna losowa X jest dodatnia i ma rozktad ciagly o gestosci f(x). Pokaz, ze zmienna losowa
Y = X! ma rozklad ciagly o gestosci g(x) = 272 f(z71) dla z # 0.
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Odpowiedzi i wskazéwki:

6.1 (a) EX =1, D*X = 1, 205 =1, wg25 = 0, To.75 = 2;
(b) EX = _ 1147 ~ —021 Zl D2X = w ~ 3632, Loy — —1, o925 = —1,

5525 ; (5525)
zo75 = —1.

6.2 (a) EX =0, D?X = % ~ 0.3143, x5 = 0, xg25 = —0.46875 (jest to rozwiagzanie rownania
22— 152 —7 =0 nalez'qce do przedziatu (—1,1)), o775 = —xo25 ~ 0.46875 (jest to

rozwiazanie rownania r> — 15z + 7 = 0 nalezace do przedziatu (—1,1));
(b) EX =1, DX = 1 ~ 0.1667, 25 = 1, 205 = %42 =~ 0.7071, x075_2—£~12929

(c) EX nie istnieje, D2X nie jest zdefiniowana, g5 = 0, xg05 = —1, To.75 = 1;
(d) EX =0, D2X = 23Y3 ~ (.0865, 205 = 0, To75 = sin & = 0.2588,
Toos = —Xo75 ~ —02588,

~ 0.5773, xo.75 = V3 ~ 1.7320;

5
e) EX =T ~ 15708, D?X = oo, Tos = 1, g5 =
. 2 7 0.7071, 295 = 0.5, Zo.75 — f

~ 0.6667, D?*X = = ~ 0.0555, g5 =

=gey
I
m\s

6.4 (c) Dla 63 wiertet warunki sa spetnione.

=k 0 1 2 3
6.5(a) [ p 2 | 2¢2 | 222 | 1-5c2 |, BY =3-9¢72~ 1.78, D?Y = 19¢ 2+81le™* ~ 4.05

~ | 01354 | 0.2707 | 0.2707 | 0.3232
(wartosci py w przyblizeniu na podstawie tablic rozktadu Poissona);

(b) Y ma rozktad U(1,5), EY =3, D?Y = % ~ 1.33,

0 d 0,1
Z ma rozktad o gestosci fz(z) = { ) g y 2 ¢ (07 |

~ 0.33, D?Z4 ~ 0.27;
2z gdy z € ( 15

1
3

1,1
¢) U ma rozklad o gestosci fy(u) = 0’1 gdy ué (=1,1), EU =0, D2U = 0.5;
€
A== &y uwe (=11);
- _ )¢ gdy y<Q, _
(d) Y ma rozklad o gestosci fy(y) = { 0 gdy >0, EY 1;
(e) Y ma rozklad U(0,1), EY = 0.5, D*Y = % ~ 0.083;
0, gdy y <0,
(f) Y marozklad o gestosci fy (y) = { A ye’% ady y > 0 Z ma rozklad gamma G (%, %)
E ) )

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz



