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Rozwiazania zadan z listy 9. Warunkowa wartos$¢ oczekiwana.

Rozklady warunkowe. Rozklady stabilne.
Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Zadanie Niech E|X| < 0o oraz o-ciatlo G C F. Pokaz, ze

(a)

E(E(X|G9)) = EX.
Rozwiazanie:
Poniewaz 2€ G dla dowolnego o—ciata G, mamy z drugiego warunku na w.w.o. dla G = 2

E(E(X|G)) = /E(X|g) dP = /XdP — EX.

E(aX+bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G) p.n., gdzie a,b sa dowolnymi stalymi.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze aE(X|G)+0E(Y|G) jest funkcja G—mierzalna jako kombinacja liniowa takich
funkcji. Ponadto

/(aE(X|Q)+bE(Y|Q)) dP = a/E(X|g) dP+b/E(Y|Q) dP =
G G G

- a/XdP+b/YdP:/(aX+bY)dP.
G g G

Zatem aE(X|G)+bE(Y |G) spetnia oba warunki na w.w.o. zmiennej losowej a X+bY wzgledem G,
wiec E(aX+bY|G) = aE(X|G)+bE(Y|G) p.n.

(c) jezeli X jest G-mierzalna, to E(X|G) = X p.n.

Rozwigzanie:
X, ktora jest G—mierzalna, spetnia oba warunki na w.w.o. zmiennej losowej X wzgledem G.

(d) jezeli X jest niezalezna od G, to E(X|G) = EX p.n.

Rozwigzanie:

Mamy pokaza¢, ze funkcja stata réwna EX spelnia oba warunki na w.w.o. zmiennej losowej X
wzgledem G. Dowolna funkcja stata jest G—mierzalna, wiec warunek pierwszy jest spetniony.
Sprawdzmy warunek drugi. Dla dowolnego G € G zmienna losowa X jest niezalezna od 1,

gdzie 1,(x) = { (1)’ ig? i ; Zj Mamy wiec
/X dP = E(16X) = E(1¢)EX = /(EX) dP.
G G

Pokazalismy zatem, ze E(X|G) = EX p.n.

dla G € G C F mamy E(E(X|G1)|G) = E(E(X]G)|G:) = E(X|G1) p-n.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze E(X|G) jest Gi—mierzalna, a poniewaz G, C G, rowniez G-mierzalna. Zatem z (c)
E(E(X|G1)|G) = E(X|G1) p.n. Z drugiej strony, dla dowolnego G € G, C G mamy

/E(X]Q) dP = /XdP - /E(X]gl) P

i stad E(E(X|G)|G1) = E(X|G1) p.n.



Zadanie Wyznacz rozktady warunkowe X pod warunkiem Y oraz Y pod warunkiem X oraz
odpowiadajace im warunkowe wartosci oczekiwane dla wektora losowego (X,Y’) o podanym rozkta-

dzie.

(a)

T 0 1
Yk
-1 0.15]0.25
0 0 ]0.25
1 0.15| 0.2
Rozwigzanie:

Wyznaczamy rozktad warunkowy X wzgledem Y':

P(X=0,Y=-1) 015 3
( | ) P(Y =-1) 04 8
Podobnie wyliczamy pozostate prawdopodobienstwa warunkowe, a wyniki umieszczamy

w tabeli:

o1
) [ 3/87]5/8
PX=1,Y =0)| 0 | 1
) 377 [4/7

Na podstawie tabeli otrzymujemy:

EX)Y =-1)=0-2+1-2=2
EX]Y=0)=0-0+1-1=
EX[Y=1)=0-2+1-1=
co mozna zapisaé¢ razem jako:
E(X]Y)=31_4(Y)+ 1o(Y) + 21,(Y) p-n.

Wyznaczamy rozktad warunkowy Y wzgledem X:

P(X=0,Y=-1) 015 1
P =-11x=0) = P(X=0) 03 2

Podobnie wyliczamy pozostate prawdopodobienistwa warunkowe, a wyniki umieszczamy
w tabeli:

e

yr || —1 0 1

PY =y |X=0)| 1/2 0 1/2
PY =y|X=1)|5/14|5/14 | 4/14
Na podstawie tabeli otrzymujemy:
EY[X=0)=-1-5+0-0+1-3
EY|[X=1)=-1-+0-2+1-
co mozna zapisa¢ razem jako:
E(Y|X) = —41,(X) pan

0;

I I

1 14>

'S
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8,3
. _JsyGr+2) dlal0<z<1,0<y<l1
(b) rozktad o gestosci f(x,y) = { 0 poza. tym.

Rozwiazanie:

(2/9)(5x+2) dla 0 <z <1,

e W zadaniu 7.2 wyliczylismy rozktady brzegowe fx(x) = { 0 dla pozostalych z

43 dla 0 <y <1,

frly) = { 0 dla pozostalych y: oraz stwierdziliSmy, ze X 1Y sa niezalezne;

1
o Zatem fxy(z|y) = fx(z) oraz BE(X|Y) = EX = 2 [2(5z + 2)dz = 2 p.n.
0
1
e Podobnie fyx(y|lz) = fy(y) oraz E(Y|X) =EY =4 [y - y*dy = 0.8 p.n.
0
6ry2—xz—y) dla 0<z<1,0<y<]1,

(c) rozktad o gestosci f(z,y) = { 0 poza tym.

Rozwigzanie:

e Rola z iy w gestosci tacznej jest symetryczna, zatem wystarczy rozpatrywaé tylko X pod
warunkiem Y

e Wyznaczymy najpierw rozktad brzegowy:
+oc0 —
B Jyd—-3y) dla0<y<l,
Frly) = _L) flay)de = { 0 dla pozostalych y.

6x(2 —x —y)
z, —— dlal0<z <1, .
i fX|y(96|y) = f(@,y) = 4 — 3y & o gdzie 0 <y < 1.
fr(y) 0 dla pozostalych =z,
00 1 6x(2—z—y) 2.5 -2y
E(X])Y =y) = dr = dr = dla 0 1.
o E(X| Y) _{Oxfxw(ﬂy)ﬂi g:lf 3y x 3 al<y<
2.5 -2Y
6y(2 —z —y)
o fyix(ylr) = 4 — 3z dla 0 <y <1, gdzie 0 < = < 1,
0 dla pozostalych y,
2.5 —-2X
EY|X)=——F—— pn.
oraz E(Y|X) 1 _ax P°
STy - g, z 0 n
Zadanie 9.3 | Niech (X,Y) ma rozktad o gestosci f(z,y) = { 2 al<r<3 U<y<jy
0 poza tym.
Wyznacz E(X|Y), E(X+XY|X), E(X+XY|X=7r/2), E(X?+XY|X+Y).
Rozwiazanie:
e Wyznaczymy najpierw rozklad brzegowy:
COSYTINY Gl 0 < y < 7/2,

+o00
fry) = | fz,y)dx = 2
—o0 0 dla pozostalych y.

f(z,y) Sin@ty) g, 0<z< /2
o fxiy(zly) = 7 =4 cosy+siny
v(y) 0 dla pozostalych z,

gdzie 0 < y < /2.
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i /2 sin(x+ cosy+(m/2—1
E(X|Y:y) = f ;)ij|Y(x|y)dx = f 1;de _ Yy ( / ' )
> 0 cosy-tsmy cosy+siny

cosY+(m/2—1)sinY
cosY +sinY

Y dla0 < y < /2.

Zatem E(X|Y) =

Z symetrycznej roli x i y we wzorze na gestos¢ mozna wywnioskowaé, ze
B(Y|X) = COSX—F(T&'/Q—.I) sin X
cos X +sin X

Z wlasnosci w.w.o. E(X+XY|X) = E(X|X)+E(XY|X) = X+ XE(Y|X). Zatem

cos X+(m/2—1)sin X
E(X+XY|X)=X (1 . E(X+XY|X=n/2) = 2)2.
(XY 1) = X (14 SXLEE VY oy ors B XY X =7/2) = (/2

Z symetrycznej roli z i y we wzorze na gesto$é¢ i w sumie x+y mozna wywnioskowaé, ze
E(X?+XY|X+Y) =E(Y?+XY|X+Y) = (E(X?+XY|X+Y) + E(Y2+ XY |X+Y)) =
= 1E(X+Y)?|X+Y) = 3((X+Y)? pn?

Zadanie

(a) Rzucamy symetryczna kostka tak dlugo az wypadnie liczba podzielna przez 3. Interesuje nas
ilo§¢ wyrzuconych po drodze ,2”. Opisaé¢ to doswiadczenie przy pomocy dwoch zmiennych lo-
sowych X 1Y (gdzie X to czas oczekiwania na liczbe podzielna przez 3). Znalez¢ ich rozktad
taczny, rozktad brzegowy X oraz rozktad warunkowy Y pod warunkiem X. Wyznaczy¢ EX
oraz E(Y|X), a na tej podstawie takze EY'.

Rozwiazanie:

e Rozktad laczny wyznaczylismy w zad.7.1(c). Niech X oznacza czas oczekiwania na pierw-
sza liczbe podzielng przez 3, a Y - ilosé ,2” wyrzuconych do chwili X. Wektor losowy
(X,Y) przyjmuje wartosci (x,,yx) = (n,k), gdzie n = 1,2,... oraz k =0,1,...,n—1; z

prawdop. p,r = P(X =n,Y =k) = (n;)(%)k(%)an%

n—

n—1 1
e P(X=n)=p, = nk = vt lkln_l_kl:lzn_17n:172>"'7
(X =n)=p= 3 pu = ()@ =503)

czyli X ma rozklad geometryczny Geo(z), a w konsekwencji EX = 3.

o P(Y =kl X =n)= Pk _ (n;l) (E)j)(é_)flké _ (n ; 1) (i)k <i>n_1_k

n- 5(3

dak=0,1,....n—1
czyli rozklad warunkowy Y pod warunkiem X = n to rozklad Bernoulliego B(n — 1, 1).
Zatem E(Y|X =n) = 1(n— 1), czyli E(Y[X) = (X — 1)
1

e BEY =E(E(Y|X))=E;(X-1)=1EX-1)=:B8-1)=1

4 4

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Alnny sposob wyliczenia: Z wlasnosci w.w.o. mamy E(X24+XY|X+Y) = E(X+Y)X|X+Y) = (X+Y)E(X|X+Y)
p-n. Wyznaczyé E(X|X+Y) mozemy podobnie jak E(X24+XY|X+Y) albo mozemy znalezé gestosé rozktadu wektora
losowego (X, X+Y) i skorzysta¢ z odpowiednich wzoréw na gestosé warunkows i w.w.o. Mamy (X, X+Y) = g(X,Y),
g 1 (x,2) = (z,z—x), jakobian tego przeksztalcenia rowny jest 1 i stad (X, X +Y) ma rozktad o gestosci

sin z

fle,z—x) = 5 Lio,7/2) () L[z, m/2—2](2) =

sin z

= 9 (]]‘[O,Z](x)]]‘[O,TI'/Q](Z)+]]‘[Z—‘ﬂ'/2,7l'/2](x)]]‘[TI'/Q,TI'](Z))'

X+Y

Stad otrzymujemy E(X|X+Y) = p.q.



(b) Wiemy, ze rozktad warunkowy zmiennej losowej X pod warunkiem Y = y to rozklad Poissona
z parametrem y, a Y ma rozklad gamma G(2,4). Pokaz, ze X ma rozktad ujemny dwumianowy.
Wyznacz jego parametry.

Rozwigzanie:

n

e Mamy P(X =nlY =y) = y—|e_y dlan =0,1,..., gdzie Y ma rozklad gamma G(2,4),
n!

: . . _Jo, gdy y <0,
czyli rozklad ciagly o gestosci fy(y) = { (8/3)1Pc-2, ady y > 0:

(D(4) = 31 = 6).

e Zatem dlan =0,1,... otrzymujemy
n

PX =n)= | PX=nlY =y)fy(w)dy = | Ze(8/3)%e dy =

n!
— 87 (n+4)=1,=3y 1, — 2-8 F(n—i—4) o ((n—i—4) —1)! 16

ETIN Y7930l 3t T pl(d—1)! 3ntd
_((n+4) -1 GY(l %mm%
N 4—1 3 3 ‘

E—1\ /2\* 2\ k4
Widaéstqd,ZeP(XJrélzk;):( )() (1—) dlak=45 ..

4—1/)\3 3
czyli X + 4 ma rozktad ujemny dwumianowy NB(4,2/3).

Zadanie

(a) Pokaz, ze jezeli zmienne losowe Y7 iY; sa niezalezne i maja taki sam rozklad stabilny S(a, 3, m, c)
jak zmienna losowa Y, to dla dowolnych statych A, Ao > 0

MY+ Yo LAY 46

dla pewnych staltych A > 0, § (zaleznych od A\; i Ag). Wyznacz postac statych A > 0, 6.

Rozwiazanie:

e Zmienne losowe Y7, Y5 1 Y maja fumkcje charakterystyczng postaci
Papm.e(t) = exp{imt — |ct|*(1 —iBl(t))},

sgn(t)tg (7;04) dla a # 1,
gdzie I(t) = )
—sgn(t)—Int| dla a=1.
T
e Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej AY + ¢ ma postac
EetM+0) — ity 5 (M) = exp{i(§ + mA)t — |eAt|*(1 — iBI(\t))}

e Zmienne losowe Y] i Y5 sg niezalezne, wiec funkcja charakterystyczna sumy AY; + AYo

ma pOStaé Eeit()\IYl+)\2Y2) - Qﬁa,ﬁ,m,c()‘lt)@aﬁ,m,c()‘Qt) =
= exp{im(/\l + )\Q)t — |C)\1t|a(1 — Zﬁl(/\lt)) — |C)\2t|a(]_ — lﬁl()\gt))}
1(t) dla o # 1,

e Zauwazmy, ze dla A > 0 mamy [(\t) = 9
[(t) —sgn(t)—In A dla a=1.
T
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exp{i(0 + mA)t — [eAt|*(1 —iBl(t))} dla a # 1,

e Stad mamy Ee(Y+9) — —

exp{i(0 + mA)t — [eAt|(1 —iBl(t) + iﬁsgn(t)i InA)} dla a=1,
exp{i(d + mA)t — A\*¥|ct|*(1 — iBl(t))} dla a # 1,
exp{i(8 + m — icﬁ)\ln Mt — Aet|(1 — igi(e)} dla a = 1.

7 drugiej strony, Ee?t(1Yi+2Y2) —

[ explimOu + )t = (O + A et (1 - iBU(0)} dla a #1,

N { exp{im(As + M)t — [e(As + A)|(1 — iBl(1)) — iBlctlsgn(t) 2 (A In Xy + dgInAy)} dla a =1,
exp{im(h + A2t — (A% + AD)[et|*(1 — iBl(t))} dla o # 1,

- { exp{i(m(A1 4+ X2) — 2¢B(M In Ay + A In X))t — (A + Ao)|ct|(1 —iBl(2))} dla a=1.

e Poréwnujac, otrzymujemy, ze Ee? @AY +9) = Eeit(hMYit+A212)

m(AL + Xg — (AY + A5)V) dla o # 1,

— (@ a1/« —
dla A = (A +A9)Ve, 0 { %Cﬁ(()\l—l-)\z)ln()\l“')‘?)_Alln)‘l_)‘21n>‘2) dla a=1.

(b) Niech Z bedzie zmienna losowa o rozkladzie S(v,1,0,1) dla pewnego 0 < v < 1, a YV -
o rozktadzie standardowym normalnym, przy czym Z i Y sa niezalezne. Wyznacz rozktad
zmiennej losowej X = ZY/2Y.

Rozwiazanie:

e Rozklad wyznaczymy postugujac sie funkcja charakterystyczna. Oznaczmy funkcje cha-
rakterystyczna Y przez ¢y (t), a transformate Laplace’a Z przez ¢4(t).
Mamy ¢x(t) = Eei'X = EeitZ'/*Y = EE (2" | 7).
Poniewaz Z i Y sa niezalezne, E(eZ'*Y|Z) = B(e="*Y|Z)|..yz = B(e=""Y)|._; =

+2
oy (t21) =z = exp (=3 (tz/2)?) .=z = €7
2

Zatem px (t) = Be™ 72 = 1), (12/2) = e~ (#/27/ cos(m/2) — =1t qla 2 = 277 (cos(my/2))
Wynika stad, e X ma rozklad stabilny S(2v,0, 0,272 (cos(ry/2)) /@),

(c¢) Niech Z bedzie zmienng losowa o rozkladzie S(v,1,0,1) dla pewnego 0 < v < 1, aY - o
rozkladzie S(a,0,0,1) z 0 < a« <2, a # 1, a # 1/, przy czym Z i Y sg niezalezne. Wyznacz
rozklad zmiennej losowej X = Z'/*Y.

Rozwiazanie:
e Zastosujemy metode z punktu (b). Oznaczmy funkcje charakterystyczng Y przez ¢y (t), a
transformate Laplace’a Z przez 1z (t).
o Mamy oy (t) = Ee'™X = EeitZ"*Y = EE(/2"°Y | 7).

e Poniewaz Z i Y sy niezalezme, E(eZ2/°Y|Z) = E(¢"/*Y|Z)|,.—y = E(e=Y)|.oy =
oy (4 ms = ex (—|tz1/a|a) g = o2
o Zatem px(t) = Ee "% = ¢, (|t|*) = e~ (") /cos(m1/2) — =1etl*" dla ¢V = (cos(my/2))~*

e Wynika stad, ze X ma rozklad stabilny S(ay, 0,0, (cos (my/2)) /7).
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(d) Niech Xi, Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie

. Xi4+...+X,—a,
Pareto z parametrami 0 < a < 2, A > 0. Wyznacz a,, b,, dla ktérych ! lj— a4 ma

niezdegenerowany rozktad graniczny przy n — oo. Podaj ten rozktad graniczny.

Rozwigzanie:

e X, ma rozkitad Pareto z parametrami 0 < a < 2, A > 0, czyli rozklad o dystrybuancie
0, gdy =<0,
F(x) =
-, gd > 0.
(14 Ax)e sy ¥
e Rozktad ten nalezy do normalnego obszaru przyciagania rozktadu stabilnego S(a, 3, m, c)
za=aif =1, poniewaz dla ¢y = A~! i o = @ mamy

F(— 1-F 1—(1—-(1+ Ax)™® -
lim (z2) + (x):hm(H— ( (1+ Az) )—lim<—|—1) =1
z—00 (x/co)™ £—00 (Az)—@ z—oo \ Az
oraz dla f =1
lim 1— F(x) :1:1+ﬁ
% (=) + 1 - F@) 2
e Wowcezas wiemy, ze dla
0, gdy a <1,
0, gdy a <1, L gdy 1 <a<2,
a, = { nkEXj, gdy 1<a<2, = %O_l)
2 2AX; _ n [ cos(2x/mn
Esm( n), gdy a =1, 3 1+/$ dz, gdy a=1,
0
oraz y
I'(2 — a) cos(ma/2 ¢
b, — ( 1)_ a( / )> A~tntle, gdy a#1,
(m/2)A™ n, gdy a=1,
mamy

gdzie Y ma rozklad S(a,1,0,1) (czyli rozklad graniczny to S(a,1,0,1)).

e Obliczenia pomocnicze:
0, gdy x <0,
Rozktad Pareto jest ciagly o gestosci f(z) = { (1= (1+ Az)Y = aA(1 + Az)=*1, edy x> 0.

Zatem dla 1 < a < 2 mamy

oo e8] a a Y=o
X; = [xaA(14+Az) " lde =y =1+ Az] = aA™! [(y—1)y > 'dy = aA™! ( aJ: — y_a) —
0 1 y=1
=aA™! (_ —a1+1 + %a) = A(al—l)
Natomiast dla a= 1 otrzymujemy
Esin (Qﬁ—f) f sin (2“?) A(l+ Az)2dx = [Az =y] = f sin (273,) (—(1+y) N dy =

=0+2 Of cos (%) (14+y) 'dy.
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