Wyktad 6a:

Podstawowe dyskretne i ciagte rozktady probabilistyczne.

o>



x, = k, pk:<z>pk(1—p)"_k dla k=0,1,...,n

DA



x, = k, pk:<z>pk(1—p)"_k dla k=0,1,...,n

» Jest to rozktad ilosci sukceséw w n doswiadczeniach Bernoulliego
z prawdopodobienstwem sukcesu p.

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



ROZKLAD DWUMIANOWY (INACZEJ BERNOULLIEGO)
Z PARAMETRAMI n€N, 0<p<1; W SKROCIE B(n, p)

n

X = k, pk:(k)pk(l—p)”_k dla k=0,1,...,n

» Jest to rozktad ilosci sukceséw w n doswiadczeniach Bernoulliego
z prawdopodobienistwem sukcesu p.

» B(1, p) nazywamy rozktadem zerojedynkowym
z parametrem p.



Jezeli X ma rozktad B(n, p), to EX = np oraz D>X = np(1 — p).

DA



Jezeli X ma rozktad B(n, p), to EX = np oraz D>X = np(1 — p).

Dowéd: EX =) k<Z> pk(1—p)"k =
k=0

DA



Jezeli X ma rozktad B(n, p), to EX = np oraz D*X = np(1 — p)

Dowéd: EX — Z k<z> SH(1— )
_ Z k

n(n—1)!

(k—1)l(n—1—(k—1)"

k(1 —

p)"

k

DA



Jezeli X ma rozktad B(n, p), to EX = np oraz D*X = np(1 — p)

Dowéd: EX — Z k<z> SH(1— )
_ Z k

n(n—1)!
k-1 |(n—1—(k—1))|p (1=

n J—
- npz (k - 1) Pl —p)r e =
k=1

p)"

k

DA



Jezeli X ma rozktad B(n, p), to EX = np oraz D*X = np(1 — p)

Dowéd: EX = Z k<z> SH(1— )
_ Z e

n(n—1)!

i -1-k-myP P

n J—
- npz (k - 1) Pl —p)r e =
k=1

n—1
n—1
o3 (" e e
1=0

n—

k

DA



Jezeli X ma rozktad B(n, p), to EX = np oraz D*X = np(1 — p)

Dowéd: EX = Z k</’:> SH(1— )
_ Z e

n(n—1)!

—Di(n—1—(k— 1))|Pk(1 - P)n_k

n J—
B npz (k - 1) P —p) Y =
k=1

n—1
n—1
- npz < | >p’(1 — o) = np(p+1— p)"t
=0

«o»r

o4

DA



Jezeli X ma rozktad B(n, p), to EX = np oraz D*X = np(1 — p)

Dowéd: EX = Z k</’:> SH(1— )
_ Z e

n(n—1)!

—Di(n—1—(k— 1))|Pk(1 - P)n_k

n J—
B npz (k - 1) P —p) Y =
k=1

n—1
n—1 L
:an( | >p’(1—p)”1’=nP(P+1—p) 1=np
1=0

«o»r

o4

DA



Q>



EX2=§/< (k) pk(1 — p) Zk() —p)" 4

+zn:k(k—1)k(k_ nn— 1)~ 2) pH(1—p)" =

D(k —2)i(n—2— (k—2))!

> (EF > (=) (=) = o



el o

_|_zn:k(k_1)k n(n_l)(n_ ) (1_p)n—k:

D(k—=2)i(n—2—(k—2))1

n

-2
=EX +n(n—1)p? Z (Z B 2) p2(1 — p)n2k2) =

k=2

> (EF > (=) (=) = o



EX2=§/< (k) p(1 - p) Zk( )pk —p)" R+

+zn:k(k—1)k nln —1)(n ~ 2) k(1 — p)"k =

D(k—=2)i(n—2—(k—2))1

n

-2
=EX +n(n—1)p? Z (Z B 2) p2(1 — p)n2k2) =

k=2
=np+n(n—1)p*(p+1-p)" 2=

> (EF > (=) (=) = o



EX2=§/< (k) p(1 - p) Zk( )pk —p)" R+

+zn:k(k—1)k nln —1)(n ~ 2) k(1 — p)"k =

D(k—=2)i(n—2—(k—2))1

n

-2
=EX +n(n—1)p? Z (Z B 2) p2(1 — p)n2k2) =

k=2
=np+n(n—1)p*(p+1—p)"2=np(l—p)+ (np)? =

> (EF > (=) (=) = o



ROZKLAD DWUMIANOWY B(n, p)
xe =k, px= (Z)pk(l —p)" K dla k=0,1,...,n

ERAPCAA

n(n— 1)(n— 2)! Y
*Z" Ok —2in—2— =P L=
=EX +n(n—1)p ( ) — ”2—("—2):
:np+n(n—1)p(p—|—1—p 2=np(l—p)+ (np)* =

= np(1 — p) + (EX).
Zatem D?X = EX? — (EX)? = np(1 — p).



Funkcja charakterystyczna rozktadu Bernoulliego ma postac

px(t) = (pe" + (1 p))".

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna rozktadu Bernoulliego ma postac

px(t) =

(pe" + (1

Dowdéd: px(t) = Ee™ = Z e’tk( )

-p)"

-p)"

DA



px(t) =

Funkcja charakterystyczna rozktadu Bernoulliego ma postac

(pe" + (1
Dowdéd: px(t) = Ee™ = Z e’tk( )

= Z ( )(pe’t)

p)n—k —

-p)"

-p)"

DA



px(t) =

Funkcja charakterystyczna rozktadu Bernoulliego ma postac

(pe’ + (1= p))™.
Dowdéd: px(t) = Ee™ = Z eftk( )
—ZX)@%

-p)"
)n k

— (pe" + (1 - p))".

DA



ROZKLAD DWUMIANOWY B(n, p)
xe =k, px= (Z)pk(l —p)" K dla k=0,1,...,n

n=7
05 05
0.3 ‘ p=0.1 0.3 [ p=0.3
0.1 04 l I
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x, = k, pk:<rl;:11>pm(1—p)k_’” dla k=mm+1,...

DA



ROZKEAD UJEMNY DWUMIANOWY (IN. PASCALA)
Z PARAMETRAMI meN, 0< p<1; W SKROCIE N B(m, p)

k—1

Xk = K, Pk:<m_1)p’"(1—p)k’" dla k=mm+1,...

» Jest to rozkfad czasu oczekiwania na m-ty
sukces w ciggu doswiadczen Bernoulliego
z prawdopodobienistwem sukcesu p.




ROZKEAD UJEMNY DWUMIANOWY (IN. PASCALA)
Z PARAMETRAMI meN, 0< p<1; W SKROCIE N B(m, p)

k—1

Xk = K, Pk:<m_1)p’"(1—p)k’" dla k=mm+1,...

» Jest to rozkfad czasu oczekiwania na m-ty
sukces w ciggu doswiadczen Bernoulliego
z prawdopodobienistwem sukcesu p.

» Wz6r na p, mozna uogélni¢ na dowolne m > 0. =
X nie ma wtedy interpretacji czasu oczekiwania §
na m-ty sukces. Nazwa ,rozkfad Pascala”
odnosi sie tylko do m € N.




» Jezeli X ma rozktad N'B(m, p),

0 EX = ™ oraz D2x = ML —P)
p

p2

DA



» Jezeli X ma rozktad N'B(m, p),

]__
0 EX = ™ oraz D2x = ML —P)
p

P
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

oxt) = (=2

DA



ROZKLAD UJEMNY DWUMIANOWY NB(m, p)
xe =k, px= (,/;:ll)p'"(l —p)km dla k=mm+1,...
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xk =k, pe=p(1—-p)?t dla k=1,2,...

rozktad N'B(1, p).

» Jest to rozktad czasu oczekiwania na pierwszy sukces w ciggu
doswiadczen Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p, czyli

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



ROZKEAD GEOMETRYCZNY Z PARAMETREM 0< p<1;
W SKROCIE Geo(p).

xk =k, pe=p(1—-p)?t dla k=1,2,...

» Jest to rozktad czasu oczekiwania na pierwszy sukces w ciggu
doswiadczen Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p, czyli

rozktad N'B(1, p).

» Rozktad ten ma wiasno$é braku pamieci:
dla X o rozktadzie Geo(p)

P(X > k+n|X >k)=P(X>n), kneN



Dowdd: 'D(X - n) _

Q>



[e9]

Dowéd: P(X > n) = Z p(1— p)j—l _

Jj=n+1

DA



Dowéd: P(X > n) = Z

j=nt1

p(L—pY ™ =p(1-p) i(l —p) =

Q>



Dowéd: P(X > n) = Z

j=nt1

= p(1—p)"

p(L—p)y ™" =p(1=p) i(l —p) =
; >
1-(1-p)

Q>



Dowéd: P(X > n) = Z

j=nt1

=p(l=p)" 1

1—

p(1—pyYt=p1-p)" i(l e
i=p 7P

Q>



Dowéd: P(X > n) = Z

j=nt1

=p(1=p)"-

1-(1-p)

Zatem P(X > k + n|X > k) =

- (1—p)n

P(X > k + n)
P(X > k)

p(l— P)j—l =p(1-p)" i(l - p),- )
1

Q>



Dowéd: P(X > n) = Z

j=nt1

=p(l=p)" 1

1—

p(1—pyYt=p1-p)" i(l e
i=p 7P

Zatem P(X > k + n|X > k) =

P(X>k+n)—(1_p)k+n_
P(X > k)

- (1—p)k =



Dowéd: P(X > n) = Z

2 P=pV T =p(l=p) ) (1-p) =

= pl= P Ty = (L)

Zatem P(X > k + n|X > k) = P(If(;i:)") _@=p)
=(1-p)=

- (L=p)k



Dowéd: P(X > n) = Z

2 P=pV T =p(l=p) ) (1-p) =
= pl= P Ty = (L)
Zatem P(X > k+n|X > k) =

P(X >k+n) (1—p)
P(X > k)
=(1—p)"=P(X >n).

- (1-p

DA



Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX =

Dowod Skorzystamy ze wzoréw

an = iz )20ra22n2”1—

1
Z oraz D?X = (
p

-p)

p2
1+x

P dla x| < 1.

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Dowdd: Skorzystamy ze wzoréw

oo
_ 1
E nx" 1 _
n=1

Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX = = oraz D?X =

oo
2 n—1
———5 oraz E n =
_ 2
(1-x) —~

14+ x
X =

EE dla x| < 1.
EX = kp(1—p)t=

k=1

(1

p2

-p)

DA



1 1—
Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX = 5 oz D?X = ( s p).
Dowdd: Skorzystamy ze wzoréw
= o 1 S 2 g 1+ x
an = A—xp oraz anx = TEE dla x| < 1.
n=1 n=1
EX =Y kp(1—p) ' =p5 =
k=1

DA



1 1—
Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX = 5 oz D?X = ( s p).
Dowdd: Skorzystamy ze wzoréw
= o 1 S 2 g 1+ x
an = A—xp oraz anx = TEE dla x| < 1.
n=1 n=1
- k-1 11
EX =Y kp(l—p)t=p5 ==
k=1

DA



1 1—
Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX = 5 oz D?X = ( s p).
Dowdd: Skorzystamy ze wzoréw
N 1 S 2 g 14 x
an = A—xp oraz anx = TEE dla x| < 1.
n=1 =1
= _ 1
EX =Y kp(1—p)'=p5==.
k=1

EX? = Z kK2p(1 —p)kt =
k=1

DA



1 1—
Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX = 5 oz D?X = ( s p).
Dowdd: Skorzystamy ze wzoréw
= o 1 S 2 g 1+ x
an = A—xp oraz anx = TEE dla x| < 1.
n=1 =1
= _ 1
EX =Y kp(1—p)'=p5==.
k=1
EX? =) Kpl-p)=p—3-=

DA



1 1-—
Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX = 5 oz D?X = ( s p).
Dowdd: Skorzystamy ze wzoréw
= o 1 S 2 g 1+ x
an = A—xp oraz anx = TEE dla x| < 1.
n=1 =1
= _ 1
EX =Y kp(1—p)'=p5==.
k=1
- 2 — 2—
EX2 =Y Kp(l-plt=p PP
—1 p p

DA



1 1—
Jezeli X ma rozktad Geo(p), to EX = 5 oz D?X = ( s p).
Dowdd: Skorzystamy ze wzoréw
= o 1 S 2 g 1+ x
an = A= oraz anx = TE dla x| < 1.
n=1 =1
= _ 1
EX =Y kp(1—p)'=p5==.
k=1
- 2 — 2—
Ex2:Zk2p(1_p)k—1:p 3P: 2P
—1 p p
2 2 2_2-Pp
Zatem D*X = EX?* — (EX)* =

1-p
p2  p?

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

pe't
ox(t) =

1— (1 p)et

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

pe't
t) = —.
SDX( ) _(l_p)elt

Dowdd: px(t) = Ee

itX __

Z eltkp(l

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

pe't
ox(t) =

—(1—=p)e*
Dowdd: px(t) = Ee

itX __ -1

Z eltkp _
= pe™ Y ((1—p)e’

p)elt)k—l _

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

pe't
ox(t) =

—(1—=p)e*
Dowdd: px(t) = Ee

itX __

Z eltkp

-1 _

i ityk—1 __ it
—petEZ((l—p)e) =P

p)eit ’

DA



10
10

p=0.3
9
p=0.7
9

<]
8

5
5

XTIT'I'!-;_.

0.3
0.2
01

0
0.7
0.1




k

x, = k, pkzﬁe_’\ dla k=0,1,...
0.6 06 0.6
05 A=0.5 05 a=1 08 =10
04 04 04
0.3 03 03
0.2 0.2 0.2
0.1 01 0.1
I, Iy . TTHHHTTT e
00 10 20 00 10 20 00 ! 10 !

20

DA



Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?X = \.

it
v

DA



Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?X = \.
Dowéd: EX = Z k
k=0

_e_)‘ —

k!

it
v

DA



Dowdd: EX = Z k
k=0

Ak

_e_

k!

o0

Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?X = \.

Ak—l
= e Z
= (

k—1)1

DA



Dowdd: EX = Z k
k=0

)\k

_e_)‘

k!

= e Z (
k=1

=1y~ e

Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?X = \.

—A A

DA



k

o0

T g

)\kl

Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?°X = )
Dowéd: EX = Z k

DA



Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?°X = )

Dowdd: EX = i k

2 - 2>‘k

k

e =

o0

T g

)\kl

DA



Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?°X = )
Dowéd: EX = Z k

o0

—)\ Z )‘k ! —)\e)\ _ )\

k=

=§:k2k =D k(k !+Zk% A
k=0 k=2 k=1

DA



Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D?°X = )
Dowéd: EX = Z k

o0

—,\Z )‘k ! e et —
ZkZ —)\_

SR P C

PUEN
k=2 k=1

DA



Jezeli X ma rozktad P()), to EX = X oraz D2X = \
Dowéd: EX = Z k

o0

—,\Z )‘k ! e et —
ZkZ —)\_

H —I—Zk—e =
k=2 k=
—A/\zeA +A=A2+ A
Zatem D2X =EX?— (EX)? =X+ A—- X2 =]\

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

SOX(t) _ e)\(el't_l).

40> «F»r « =)

« E

>

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

SOX(t) _ e)\(el't_l).

. 2 K
Dowéd: px(t) = Ee™ = Z e’tk—le_’\
k=0 '

k

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac
SOX(t) _ e>\(el't_1)

. s A
Dowéd: px(t) = Ee™ = Z itk oA

k! a
k=0
> )\elt)k

Kl
k=0

«O> «F>r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac
SOX(t) _ e>\(el't_1)

. s A
Dowéd: px(t) = Ee™ = Z itk oA

k! a
k=0
> )\elt)k

it _ it
e)‘e e A — e)\(e 1).
k!
k=0

«O> «F>r «=>»

« =

DA



7M1

o

+1

(ar <@ <

dla k=0,1,...,n

Er «E»

Q>



a=2, b=3,

n=10

dla k=0,1,

1

to EX =

» Jezeli X ma rozktad DU(a, b, n),

b oraz D2X = (




7M1

0
0

a=2, b=3,
n=10

1

2

a

3

4

1
Pk =

dla k=0,1,
n+1

» Jezeli X ma rozktad DU(a, b, n),
to EX =

2\ (b—a)?
oraz D2X = (1 + ;) Q.
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

elta

12

eitbeit(b—a)/n

SDX( ) = (I‘I + 1)(1 _ eit(b—a)/n)'

=} 5

DA



Jest to rozktad o gestosci

0 dla x ¢ [a, b],
{1

b dla x € [a, b)].

f(x)

a=2, b=3




Dystrybuanta tego rozktadu ma posta¢

F(x) = / f(t)dt =

0

dla x < a,
1 /dt:X_a
a

- [ dla a < x < b,
1

dla x> b.
F(0

a=2, b=3

S

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX = 2

oraz D2X =

(b—a)?

12

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX = 2

(b—a)?
12
xf(x)dx =

5 oraz D2X =
Dowdd: EX = /

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX = 2

RY:
oraz D?°X = (b—2) .
2
, i 1
Dowéd: EX = /xf(x)dx =

12
b
—b_a/xdx=

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX = 2

12

5 oraz D2X =
Dowdd: EX = /

(b-a)

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX = 2

VA (b—a)2
5 oraz D*X = o

I 1 | B2 b
Dowdd: EX = /xf(x)dx = /xdx = rF—a _a+
b—a b—a 2 2

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX =

a ,y,  (b—a)?
> oraz D*X = o
Vi 1 1 R-2 b
Dowédd: EX = /xf(x)dx = /xdx = e a+
b—a b—a 2 2
EX? = /xzf(x)dx:

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX =

a ,y,  (b—a)?
> oraz D*X = o
Vi 17 1 R-2 b
Dowédd: EX = /xf(x)dx = /xdx = e a+
b—a b—a 2 2
0o 1 b
EX? = /xzf(x)dx—

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX =

a ,y,  (b—a)?
> oraz D*X = o
Vi 1 1 R-2 b
Dowdd: EXz/xf(x)dx: /xdx= e :a-l—
b—a b—a 2 2
z 1 b b3 3
EX2— [ xf(x)dx — /2 _b-a
/x (x)dx i x“dx 36— 2)

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX =

a ,y,  (b—a)?
> oraz D*X = o
Vi 1 1 R-2 b
Dowdd: EXz/xf(x)dx: /xdx= e :a-l—
b—a b—a 2 2
z 1 b b3 3 b2 b 2
EX2 = [ x2f(x)dx = /2 _ ¥ _btabta
/x (x)dx i x“dx 36— 2) 3

DA



AT
Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX = ’ —g ° oraz DX = ® 123)

&9 b
2 2
Dowdéd: EXz/xf(x)dx— 1 /xdx:bl .b a atb

o

3 .3 2 2
EX2:/X2f(X)dXZbia/X2dX= b a b +ab+a

—00

2 2 2
Zatem D2X:EX2_(EX)2:b +a3b—|—a _(a—l—b) _

u]
8]
1

n

E 9DHAE



dla x ¢ [a, b],

0
ROZKLAD JEDNOSTAJINY U(a,b), f(x) = { L il xelah
b— T

a+b

(b2

D2X =
oraz 5

Jezeli X ma rozktad U(a, b), to EX =

) b

, 1 b>—2> a+b
Dowod.EX—/xf(x)dx_b_a/xdx_b_a. =

b
b*—a  b’+ab+a’
2 _ 2 — 2 — —
EX—/Xf(x)dX—b_a/de—3(b_a)_ 3

B+ ab+ &
Zatem DX = EX2 — (EX)2 = “;) ra _(

a+b\? (b—a)
2 12



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

eitb o eita

=Sy

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

eitb o eita

=Sy

Dowéd: px(t) = Ee™ =

/ e f(x)dx =

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

eitb o eita

=Sy

Dowéd: px(t) = Ee™ = /

= e™dx =

a

b
X (x)dx = — /

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

eitb o eita

=Sy

Dowéd: px(t) = Ee™ = /

= e™dx =

a

b
X (x)dx = — /

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

eitb o eita

=Sy

Dowéd: px(t) = Ee™ = /

b
X (x)dx = — /

e™dx =
b—a
1 eitx b eitb _ eita
b—ait| it(b—a)
a

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to Y = bT_.j ma rozktad ¢4(0, 1).

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to Y =
Dowéd:

A—a
b—a
X

Fy(y) =P

ma rozktad 4(0, 1).
a_ .\ _
b—a V)~

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to Y = bT_.j ma rozktad ¢4(0, 1).
Dowéd: X
Fy(y)="P

a
<y

- ) =P(X < (b—a)y+a)=

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to Y = bT_.j ma rozktad ¢4(0, 1).
Dowéd: X

—a
Fy(y)="P

—a

< y) =P(X < (b—a)y+a) = Fx((b—a)y+a) =

DA



Jezeli X ma rozktad U(a, b), to Y =

—a
Ho, M rozktad ¢/(0, 1).
Dowéd: X
Fy(y)="P ( °

— <y> =P(X < (b—a)y+a) = Fx((b—a)y+a) =
0 dla (b—a)y+a<a,

(b=a)y+a-a dla a<(b—a)y+a<b, =
dla (b—a)y+a>b

b—a
1

DA



dla x ¢ [a, b],

0
ROZKLAD JEDNOSTAJINY U(a,b), f(x) :{ L xc [2, b

Jezeli X ma rozktad U(a, b), to Y = );_ ? ma rozkfad U(0,1).

—a

Dowdd:

Friy) = P (52 <) = P(X < (b=aly+9) = Fx((b-aly+2) =
0 dla (b—a)y+a<a,

= (b—ab)y_ta—a dla a<(b—a)y+a<b, =
1 dla (b—a)y+a>b

0 dla y <0,
=< y dla 0<y <1, -dystrybuanta rozktadu 2/(0,1).
1 dla y>1



ROZKELAD NORMALNY Z PARAMETRAMI m € R 1 o > 0;
W SKROCIE N (m, o)

Rozktad ten nazywany jest takze rozktadem
Gaussa lub gaussowskim.

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)



ROZKELAD NORMALNY Z PARAMETRAMI m € R 1 o > 0;
W SKROCIE N (m, o)

Rozktad ten nazywany jest takze rozktadem
Gaussa lub gaussowskim.

Jest to rozktad o gestosci

Carl Friedrich Gauss 1 _ (x=m)?
(1777-1855) =

)




Dystrybuanta tego rozktadu ma postaé catkowa

Flx) = —

_(t=m)?
e 202 dt
\V27mo

—00

—m=0, =1

Fx)
—m=0, 6=3

——m=4,06=3

| e

0

4

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



X —

Jesli X ma rozktad N (m,0), to Y = m
o

zwany standardowym rozktadem normalnym.

ma rozkfad N (0, 1),

DA



X —

Jesli X ma rozktad N (m,0), to Y = m
o

zwany standardowym rozktadem normalnym.

ma rozkfad N (0, 1),
L X —
Dowdd: Fy(y) =P < < y) —

m

DA



X —

Jesli X ma rozktad N (m,0), to Y = m
o

zwany standardowym rozktadem normalnym.

ma rozkfad N (0, 1),
Dowéd: Fy(y) =P <X

—m

<y) =PX<oy+m)=

DA



X —

Jesli X ma rozktad N (m,0), to Y = m
o

zwany standardowym rozktadem normalnym.

ma rozkfad N (0, 1),
Dowéd: Fy(y) =P <X

—m

< y) = P(X <oy+m) = Fx(oy+m).

DA



1 _ (x=m)?

e 252
\V2ro

ROZKEAD NORMALNY N(m,0), f(x)=

Jesli X ma rozktad N(m, o), to Y = M ma rozkfad N(0,1),

zwany standardowym rozktadem normalnym.

X—m

Dowdd: Fy(y) =P ( < y) = P(X <oy+m) = Fx(oy+m).

Zatem fy(y) = oFy(oy + m) =



1 _ (x=m)?

e 252
\V2ro

ROZKEAD NORMALNY N(m,0), f(x)=

Jesli X ma rozktad N(m, o), to Y = M ma rozkfad N(0,1),

zwany standardowym rozktadem normalnym.

X—m

Dowdd: Fy(y) =P ( < y) = P(X <oy+m) = Fx(oy+m).

Zatem fy(y) = oFy(oy + m) = ofx(oy + m) =



1 _ (x=m)?

e 252
\V2ro

ROZKEAD NORMALNY N(m,0), f(x)=

Jesli X ma rozktad N(m, o), to Y = M ma rozkfad N(0,1),

zwany standardowym rozktadem normalnym.

X—m

Dowdd: Fy(y) =P ( < y) = P(X <oy+m) = Fx(oy+m).

Zatem fy(y) = oFy(oy + m) = ofx(oy + m) =

1 (v:J'y+m7m)2

e 2052 =
V2ro

=0



1 _ (x=m)?

e 252
\V2ro

ROZKEAD NORMALNY N(m,0), f(x)=

Jesli X ma rozktad N(m, o), to Y = M ma rozkfad N(0,1),

zwany standardowym rozktadem normalnym.

X—m

Dowdd: Fy(y) =P ( < y) = P(X <oy+m) = Fx(oy+m).

Zatem fy(y) = oFy(oy + m) = ofx(oy + m) =

1 _ (oy+m—m)? 1 x2
2

e 20 = ——e 2

V2o Vo




1 _ (x=m)?

e 252
\V2ro

ROZKEAD NORMALNY N(m,0), f(x)=

Jesli X ma rozktad N(m, o), to Y = M ma rozkfad N(0,1),

zwany standardowym rozktadem normalnym.

X—m

Dowdd: Fy(y) =P ( < y) = P(X <oy+m) = Fx(oy+m).

Zatem fy(y) = oFy(oy + m) = ofx(oy + m) =

1 (oy+m—m)? 1 x2
2

e 2?7 = -——e¢ 2 -to gestost rozktadu N (0, 1).

V2o Vo

=0



» Dystrybuante rozktadu A(0, 1) oznaczamy zwykle ®(x),

¢(x):\/%/e-§dt

DA



» Dystrybuante rozktadu A(0, 1) oznaczamy zwykle ®(x),

¢(x):\/%/e-§dt

» Wartosci ®(x) dla 0 < x < 4,417 znajduja sie w tablicach.

DA



» Dystrybuante rozktadu A(0, 1) oznaczamy zwykle ®(x),

¢(x):\/%/e-§dt

» Wartosci ®(x) dla 0 < x < 4,417 znajduja sie w tablicach.
» Dla x > 4,417 wartos¢ ®(x) to prawie 1.

DA



1
STANDARDOWY ROZKEAD NORMALNY N (0,1), f(x)= orse
v

» Dystrybuante rozktadu N (0,1) oznaczamy zwykle ®(x),

Cb(x):\/%_w/efdt

» Wartosci ®(x) dla 0 < x < 4,417 znajduja sie w tablicach.
» Dla x > 4,417 wartos¢ ®(x) to prawie 1.
» Natomiast dla x < 0 stosujemy wzér ¢(—x) =1 — d(x)

05 ) 05 0

04 04

03 03
D(x)
0.2 02
1-®(x)

0.1 01f (%) 1-0(x)

-4 2 0 2 4 a4 -X 0 X 4

x2

2



» Jezeli X ma rozktad N'(m, o), to EX = m oraz D°X = 2.

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



» Jezeli X ma rozktad N'(m, o), to EX = m oraz D°X = 2.

» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

ex(t)=e

itm—102¢2

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



» Jezeli X ma rozktad N'(m, o), to EX = m oraz D°X = 2.

» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

ex(t)=e
» Regufa trzech sigm:

itm—102¢2

P(m —30 < X < m+30) 20,99

DA



» Jezeli X ma rozktad N'(m, o), to EX = m oraz D°X = 2.

» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

ex(t)=e
» Regufa trzech sigm:

itm—102¢2

P(m —30 < X < m+30) 20,99

DA



(x=m)
202

1 _
ROZKEAD NORMALNY N(m,0), f(x)= or
» Jezeli X ma rozktad N'(m, o), to EX = m oraz D2X = o2

» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

itm—1o2¢2

px(t) = "2
» Reguta trzech sigm:
P(m—30c <X <m+30) 20,99

m-3c 0 m m+3c



ROZKLAD LAPLACE’A Z PARAMETRAMI me R 1 A > 0;
W SKROCIE L(m, \)

Rozkfad ten nazywany jest takze rozktadem
podwdjnie wyktadniczym.

Pierre Simon de Laplace
(1749-1827)



ROZKLAD LAPLACE’A Z PARAMETRAMI me R 1 A > 0;

W SKROCIE L(m, \)

Rozkfad ten nazywany jest takze rozktadem
podwdjnie wyktadniczym.

Jest to rozktad o gestosci

f(x)== g Ax=ml

11 —m=0, =1
—m=0, A=2

0.8

0.6

04

0.2

Pierre Simon de Laplace
(1749-1827)



Dystrybuanta tego rozktadu ma postac

L oA(x—m)
F(x) = { 2¢

dla x < m,
1—1e2m dla x> m.

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



» Jezeli X ma rozktad £(m, )\), to EX = m oraz D?X =

A2

DA



» Jezeli X ma rozktad £(m, )\), to EX = m oraz D?X =

» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

A2
eitm

SOX( ):m

DA



» Jezeli X ma rozktad £(m, )\), to EX = m oraz D2X =

A2
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé

e/tm

SOX( ):m

» Jezeli X ma rozktad £(m, ), to A(X — m) ma

rozktad £(0, 1).

DA



ROZKLAD LAPLACE'A £L(m,)), f(x)= ge—x|x_m|

Jezeli X ma rozktad £(m, )\), to EX = m oraz D?X = %

v

v

Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac
eitm
)= —
ox(t) = Ty

Jezeli X ma rozktad £(m, \), to A(X — m) ma rozktad £(0, 1).
Podobnie jak dla rozktadu normalnego zachodzi reguta trzech sigm:

v

v

P(m—30 < X <m+30) 20,985,
gdzie 0 = vVD?X.



Augustin Cauchy

(1789-1857)

0.6

0.4

0.2

Jest to rozktad o gestosci

Flx) = 2

™

1

1+ (A(x — m))?

DA



Dystrybuanta tego rozktadu ma posta¢

F(x) =

—arctg()\(x — m)) +3

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



» Rozktad Cauchy’'ego ma ciezkie ogony:

Jezeli X ma rozktad C(m, \), to przy x — oo

P(X > x) ~ P(X < —x) ~ (Amx) ™.

DA



» Rozktad Cauchy’'ego ma ciezkie ogony:

Jezeli X ma rozktad C(m, \), to przy x — o

P(X > x) ~ P(X < —x) ~ (Amx) ™.
» Zatem EX, a w konsekwencji D2X, nie istnieja.

DA



ROZKEAD CAUCHY'EGO C(m, )), f(x) = % =

1+ (Ax—m))?

» Rozktad Cauchy’'ego ma ciezkie ogony:
Jezeli X ma rozktad C(m, \), to przy x — o

P(X > x) ~ P(X < —x) ~ (Amx) ™.

» Zatem EX, a w konsekwencji D2X, nie istnieja.
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

QPX(t) — eitm—|t|/)\



A 1
s

ROZKELAD CAUCHY’EGO C(m, ), f(x)= TT = m)R

» Rozktad Cauchy’'ego ma ciezkie ogony:
Jezeli X ma rozktad C(m, \), to przy x — o

P(X > x) ~ P(X < —x) ~ (Amx) ™.

» Zatem EX, a w konsekwencji D2X, nie istnieja.
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postac

(PX(t) — eitm—|t|//\

» Jezeli X ma rozktad C(m, \), to A(X — m) ma rozktad C(0,1).



087

0.67 —normalny
— Laplace
— Cauchy
0.4r
0.2

(parametry rozktadu Laplace'a dobrane s3 tak, aby jego wariancja

byta réwna 1, jak dla badanego rozktadu normalnego)

«Or «4F»r « =)

>

DA



Jest to rozktad o gestosci

0 dla x <0,
0= { e e 23

dla x> 0.

—  A=05

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



Dystrybuanta tego rozktadu ma posta¢

0 dla x <0,
A= { ] en

dla x> 0.

«0O>» «F»r «=>»

« =

DA



» Rozktad ten ma wtasno$¢ braku pamieci:
dla X ma rozktadzie Exp(\)

P(X>x+y|X>x)=P(X>y),

x,y > 0.

DA



» Rozktad ten ma wtasno$¢ braku pamieci:
dla X ma rozktadzie Exp(\)

P(X>x+y|X>x)=P(X>y),
»EX:XorazDzX:i

x,y > 0.
A2

DA



0 dla x <0,

ROZKEAD WYKEADNICZY Exp(\),  f(x) = { Ae=M dla x>0

» Rozkfad ten ma wtasno$¢ braku pamieci:
dla X ma rozktadzie Exp(\)

P(X>x+ylX>x)=P(X>y), x,y>0.

1 1
» EX = X oraz D2X = ﬁ
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé
1
ox(t)

T 1-it/A



0 dla x <0,

ROZKEAD WYKEADNICZY Exp(\),  f(x) = { Ae=M dla x>0

» Rozkfad ten ma wtasno$¢ braku pamieci:
dla X ma rozktadzie Exp(\)

P(X>x+ylX>x)=P(X>y), x,y>0.

1 1
» EX = X oraz D2X = ﬁ
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé
1
t) =
ox(t) = 157

» Jezeli X ma rozktad Exp(N), to AX ma rozktad Exp(1).



Jest to rozktad o gestosci

0
f(x)= AP

dla x <0,
xP7le™ dla x >0,
r(p)

gdzie [(p) = [ xP~'e dx nazywana jest funkcja gamma.
0

DA



Funkcja gamma ma nastepujace witasnosci:

40> «F»r « =)

« E

>

DA



Funkcja gamma ma nastepujace witasnosci:
» [(p+1)=pl(p)

DA



Funkcja gamma ma nastepujace witasnosci:
» [(p+1)=pl(p)

» stad dla p € N mamy '(p) = (p — 1)!

DA



Funkcja gamma ma nastepujace witasnosci:
» [(p+1)=pl(p)

» stad dla p € N mamy '(p) = (p — 1)!
» [(p)F(1—p)=ndlad<p<1

DA



Funkcja gamma ma nastepujace wihasnosci
» [(p+1)=pl(p)

» stad dla p € N mamy '(p) = (p — 1)!
» [(p)F(1—p)=ndlad<p<1

» stad [(1/2) = /7.

DA



Funkcja gamma ma nastepujace wihasnosci
» [(p+1)=pl(p)

» stad dla p € N mamy '(p) = (p — 1)!
» [(p)F(1—p)=ndlad<p<1

» stad [(1/2) = /7.

DA



Funkcja gamma ma nastepujace witasnosci:
» [(p+1)=pl(p)

» stad dla p € N mamy '(p) = (p — 1)!
» [(p)F(1—p)=ndlad<p<1

» stad [(1/2) = /7.
Funkcje

X

[(p; x) :/t"_le_tdt

0
nazywamy niekompletna funkcja gamma.

DA



Dystrybuanta tego rozktadu ma postac

0
F(x) =

[(p; Ax)

dla x <0,
dla x > 0.
r(p)

DA



» Jezeli X ma rozktad G(\, p), to EX =

)\ oraz D?X = )\—

it
-
it

DA



» Jezeli X ma rozktad G(\, p), to EX =

oraz D?°X = —
>\ o )\
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé
1
ex(t) =

(1— it/ )P

DA



» Jezeli X ma rozktad G(\, p), to EX =

)\ oraz D’°X = =

)\
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu ma postaé
1
P =Ty
» Jezeli X ma rozktad G(\, p), to AX ma rozktad G(1, p)

DA



» G(A, 1) to rozktad wyktadniczy Exp().

it
-
it

DA



» G(A, 1) to rozktad wyktadniczy Exp().

» G(A, n), gdzie n € N, nazywamy rozktadem Erlanga.

DA



» G(A, 1) to rozktad wyktadniczy Exp().

» G(A, n), gdzie n € N, nazywamy rozktadem Erlanga.

» G(1/2,n/2), gdzie n € N, nazywamy rozktadem chi kwadrat
z n stopniami swobody; w skrécie x?(n).

DA



Jest to rozktad o gestosci

a@:{o

dla x <0,
Ap(Ax)P~te=(° dla x > 0.

DA



Dystrybuanta tego rozktadu ma posta¢

0
F(X) = { 1 e~ ()P

dla x <0,
dla x > 0.

DA



» W(A, 1) to rozktad wyktadniczy Exp()).

DA



» W(A, 1) to rozktad wyktadniczy Exp()).
» Jezeli X ma rozktad W(A, p), to

oy _ T+1/p)

X oraz DX =

M(1+2/p)—T?(1+1/p)

)\2

DA



» W(A, 1) to rozktad wyktadniczy Exp()).
» Jezeli X ma rozktad W(A, p), to

oy _ T+1/p)

X oraz DX =

r1+2/p)—T%(1+1/p)
22
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu nie ma na ogét jawnej
postaci.

DA



» W(A, 1) to rozktad wyktadniczy Exp()).
» Jezeli X ma rozktad W(A, p), to

oy _ T+1/p)

3 oraz DX =

r1+2/p)—T%(1+1/p)
22
» Funkcja charakterystyczna tego rozktadu nie ma na ogét jawnej
postaci.

» Jezeli X ma rozktad W(A, p), to AX ma rozktad W(1, p).

DA



—wykladniczy
—_gamma

— Weibull

(ar <@ <

»

«E>»

Q>



—wykladniczy
— _gamma

— Weibull

(ar <@ <

»

«E>»

Q>



—wykladniczy
—gamma

— Waeibull

(ar <@ <

»

«E>»

Q>



—wykladniczy
—_gamma

— Weibull

(ar <@ <

»

«E>»

Q>



