Rachunek Prawdopodobienstwa MAT1332
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana
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klasyczne. Prawdopodobienistwo geometryczne.
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Przyktlady : przestrzen probabilistyczna o skoriczonej liczbie stanow:

(a) W urnie znajduja sie 3 kule biale i 4 kolorowe. Wybieramy losowo jednoczesnie trzy kule. Okresl
przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) modelujaca te sytuacje. Niech A oznacza zdarzenie, ze
wylosowano 2 kule kolorowe i jedna biala, a B — zdarzenie, ze wsréd wylosowanych kul jest co
najmniej jedna kolorowa. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen A i B.

o O = {{ki, ko, ks}, gdzie k; to r6zne kule sposréd 7 mozliwych}, F = 29,
P- prawdopodobienstwo klasyczne.

o A= {{ki, ko, k3} € Q, gdzie wérod k; sa dwie kolorowe i jedna biata}

o B = {{ky, ks, k3} € Q, gdzie wsrod k; przynajmniej jedna jest kolorowa}

Zauwazmy, ze B¢ = {{ky, ko, k3} € Q, gdzie wsrod k; brak kolorowej} =
= {{k1, k2, k3} € Q, gdzie k; to rozne kule biale}

o #0=(]) =35

A= ()() =18

o Zatem P(A) = jé = ;j ~ 0.5143,
o #B°=(3) =1

4 DBe 1 34
—1- — =2 ~09714
#Q 35 35

e Zatem P(B)=1—P(B°) =1-—

(b) Przy dwukrotnym rzucie moneta zaobserwowano, ze konfiguracja OR (tzn. ,orzel” w jednym z
rzutow, ,reszka” w drugim) pojawia sie w % przypadkéw. Czy moneta, ktora wykonywano rzut,
jest symetryczna?

Mozna tu budowaé rézne modele. Np.

A Przyjmujemy Q = {00,0R, RR} (kolejnos¢ wynikéw nieistotna), 7 = 2% P -
prawdopodobienistwo klasyczne.
1 1
Wtedy p1 = P{OO} = 30 P2 = P{OR} = 30 P3 = P{RR} =

1
Szukane prawdopodobienistwo wynosi tu 3

1
3

B Przyjmujemy Q) = {dwa wyniki jednakowe, dwa wyniki rézne}, F = 2, P - prawdopodo-
bienstwo klasyczne.

1

Wtedy p; = P{dwa wyniki jednakowe} = 3
1
p2 = P{dwa wyniki rézne} = 3

Szukane prawdopodobienistwo wynosi tu 5



C Przyjmujemy Q = {(0,0), (O, R),(R,0), (R, R)} (kolejnos¢ wynikoéw istotna), F =
2 P - prawdopodobieristwo klasyczne.

Wiedy py = P{(0,0)} = 1. 12 = PLO. R} = 1.

1 1

Pp3 = P{(R7 O)} = Z: Ps = P{(Rv R)} = 1
1
Szukane prawdopodobienistwo wynosi tu 3

D Przgjmujemy Q = {(0,0), (0, R). (R,0), (R, R)}, F = 29,
P takie, ze p; = P{(0,0)} = ;, p2 = P{(O,R)} = é’
1 1
ps = P{(R,0)} = G P = P{(R,R)} = 3
1

Szukane prawdopodobienistwo wynosi tu 3

E Interesuje nas jednak najbardziej model uwzgledniajacy budowe monety.
e Omaczmy p = P{(0,0)}, p» = P{(O, R)}, ps = P{(R, O)}, ps = P{(R, R)}.

e Niech p oznacza szans¢ na wyrzucenie ,orta”, 0 < p < 1. Wtedy 1 — p ta szansa na
,reszke”. Moneta jest symetryczna, gdy p = 0, 5.

e Rzuty sa niezalezne, wiec przyjmijmy

p1=p% po=p3s=p(l —p), ps = (41 —p)*.

Spr.p; > 0dlai=1,2,3,40raz » p; =p*+2p(1—p)+(1—p)P=(p+1—p)?=1.
i=1
e W takim modelu prawdopodobienistwo konfiguracji OR wynosi

P(OR) = P((07 R)7 (R> O)) =Dp2+p3= 2]7(1 _p)'

e Szukamy takiego p, dla ktorego P(OR) = 1/3.

e Rozwiazujemy zatem roéwnanie 2p(1 — p) = 1/3, czyli rownanie kwadratowe
6p> —6p+1=0.

3-V3 3+3
6 6

~ 0,21 lub

e Otrzymujemy A =12, p = ~ 0,79.

o (Zauwazmy, ze wartosci p sumuja sie do 1. Nie ma w tym nic dziwnego. Wynika to z
symetrycznej roli jorta” i ,reszki” w modelu i badanym zdarzeniu.)

e W obu przypadkach p # 0,5, zatem w ramach modelu wnioskujemy, ze moneta nie
jest symetryczna.

(c) Haslo potrzebne do uzyskania potaczenia w sieci komputerowej sktada sie z jednej cyfry i
nastepnie pieciu duzych liter alfabetu angielskiego. Okresl przestrzen probabilistycznag (2, F, P)
modelujacg te sytuacje. Znajdz prawdopodobieristwo, ze osoba postronna odgadnie hasto, jesli
wiadomo, ze cyfra jest nieparzysta, a wsrod liter sa doktadnie trzy litery E.

o O={(c,l1,...,l5), gdzie c € {1,3,5,7,9}, I; to duze litery, doktadnie 3 wérod nich to E},
F =29, P- prawdopodobienstwo klasyczne.
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o #Q=5-(3) - (25) = 31250,
bo jest 5 mozliwosci wyboru cyfry, (g) mozliwosci wyboru miejsc na E,
(26 — 1)? mozliwosci wyboru liter innych niz E na kazde z dwoch pozostalych miejsc
e zdarzenie, ze osoba postronna odgadnie hasto, A = {wlasciwe haslo}, #A =1
#A 1

P(A) = T2 =~ ~0,000032.
* P =5 = 3150~

(d) Uzytkownik karty kredytowej uzywa czterocyfrowego hasta dostepu. Bankomat blokuje karte,
gdy po raz trzeci hasto zostanie nieprawidtowo podane. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
ztodziej karty dostanie sie na nasze konto nie znajac hasta? W rozwiazaniu okredl przestrzen
probabilistyczna (€2, F, P) modelujaca badana sytuacje.

e O = {{hy, ho, h3}, gdzie h; to trzy rézne hasta sposrod 10* mozliwych haset}.
F =29, P- prawdopodobienstwo klasyczne.
o A = {dostep do konta} = {{wlasciwe hasto,hy, hs}}
° #Q — (1;)4)’ #A _ (1042—1>‘
A 10 —1)! 1(10* — 3)!
:# = (10 ) -3(0 3)20,0003.
#Q  21(104 - 3)! (10%)!

o P(A)

Przyktlady : przestrzen probabilistyczna o nieskoriczonej przeliczalnej liczbie stanow:

(a) Rzucamy moneta tak dtugo, az upadnie dwa razy pod rzad na te sama strone. Okresl przestrzen
probabilistyczna (2, F, P) odpowiadajace temu eksperymentowi dla monety symetrycznej. Ob-
licz prawdopodobienistwo, ze wykonamy mniej niz 7 i wiecej niz 2 rzuty.

e O =1{00,RO0,0R0O0,...} U{RR,ORR, RORR, ...}, F = 2%,

n+2
pno = P(n rautow+00) = (3) = pur = P(n vmutow+RR) = (3
dla monety symetrycznej.

) n+2

e Przestrzen probabilistyczna jest dobrze okreslona, bo p, 0, pn r = 0 dla dowolnego n oraz

o0 0 n 1
o+ Pnr) = 9.1 (1) " _ 1, —1.
nZ::O(p 0+ PuR) nZ::O 2 (2) 2 ] _ %
e i 15
e P(mniej niz 7 i wiecej niz 2 rzuty) = P( 3, 4, 5 lub 6 rzutéw) = > (pn.0 + Pn,r) = 3
n=1

(ilos¢ rzutow= n + 2).

(b) Niech Q = {w,,n =1,2,...}, F = 2% Wezmy ciag p, = cz ", n = 1,2,..., gdzie z > 1 jest
ustalone. Dobierz stala c tak, aby ciag (p,) okreslal prawdopodobieristwo P na zbiorze € tak,
ze pp = P({wn}). Obliczy¢ P({wy,...,wio}).

e p, > 0 dla kazdego n wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ > 0
00 00 n 1 1

e S p,=c> (l) =Cc - —7 = ¢ = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy c=2—-12> 0
n=1 n=1 \* z 1—-2 z-1

e Oba warunki na ciag okreslajacy prawdopodobieristwo na €2 sg spelnione
dlac=2z-1

10

10 n 1— 10 10
° P({wl,...,Wm}):nz::lpn: Z(Z—l) (%) :(z—l).i.Q: _ (1>

n=1
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Przyktady : przestrzen probabilistyczna o nieprzeliczalnej liczbie stanéw z prawdo-
podobienstwem geometrycznym:

(a) W przypadkowych chwilach z przedziatu czasu [0, 60] minut moga nadej$¢ do odbiornika dwa
sygnalty. Odbiornik zostaje uszkodzony, jesli réznica w czasie miedzy tymi dwoma sygnatami
jest mniejsza od 2 minut. Oblicz prawdopodobienistwo uszkodzenia odbiornika. W rozwiagzaniu
okresl przestrzen probabilistyczna (2, F, P) modelujaca badana sytuacje.

o )= {(t1,t2) : t1,t2 € [0,60]}, F to borelowskie podzbiory €2, P - prawdopod. geometrycz-
ne.

e A - zdarzenie, ze odbiornik zostal uszkodzony. A = {(t1,t2) € Q : [t; — t2] < 2}

60

__pole A 60% — 582
~pole 602

o P(A) ~ 0, 0655.

(b) Na okregu wybieramy ,losowo” cieciwe. Uscisli¢ na kilka sposobow pojecie ,losowo” i dla kazdego

z nich obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze dlugosé cieciwy bedzie wicksza od promienia okregu.

Ustalamy kierunek i wybieramy sposrod cieciw o tym samym kierunku od $rednicy do
cieciwy ,zerowej”, przy czym nie wyroézniamy zadnej z nich. Odpowiada to jednostajnemu
wyborowi punktu z z odcinka [0, R], gdzie R to promien okregu.

1(x)

(7D
L

Q =10, R], F to rodzina zbioréw borelowskich z tego odcinka,
P to prawdopodobienstwo geometryczne.

Dla wybranego = dtugosé odpowiadajecej mu cieciwy wynosi I(z) = 2v/ R? — 22
I(x) > R wtedy i tylko wtedy, gdy z € [0,v/3R/2).
_VBR/2 V3

R 2
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Zatem P(I(z) > R) = P([0,V/3R/2))



Ustalamy punkt Ay na okregu i wybieramy sposréd cieciw o punkcie poczatkowym Ay,
przy czym nie wyrdzniamy zadnej z nich. Odpowiada to jednostajnemu wyborowi punktu

A (koricowego punktu cieciwy) z okregu, albo réwnowaznie wyborowi kata ¢ z przedziatu
[—7, 7], patrz rysunek.

(@
AD\D‘/

e () = [—m, 7|, F to rodzina zbior6w borelowskich z tego odcinka,
P to prawdopodobienistwo geometryczne.

e Dla wybranego ¢ dlugosé¢ odpowiadajecej mu cieciwy wynosi l(¢) = 2\/ 2R2%(1 + cos p).
e [(p) > R wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € (—27/3,27/3).

e Zatem P(I(p) > R) = P((—21/3,27/3)) = 2-2™/3 _ 2

2 3

Wybieramy bez wyrédzniania punkt A z kota bez srodka. Punkt ten potraktowany jako
srodek cieciwy jednoznacznie ja wyznacza (wyjatkiem bytby $rodek kota odpowiadajacy
srednicom, odrzucajac srodek kota na poczatku przyjelismy, ze prawdopodobieristwo wy-
losowania $rednicy wynosi 0).

VA

e () =koto o promieniu R, F to rodzina zbioréw borelowskich na tym kole,
P to prawdopodobienistwo geometryczne.
Dla wybranego A dtugosé¢ odpowiadajecej mu cieciwy wynosi [(A) = 2/ R? — r2,
gdzie r to odlegtosé punktu A od srodka kota.
I(A) > R wtedy i tylko wtedy, gdy 7 < v/3R/2, tzn. gdy A lezy w otwartym kole
K(A) o tym samym $rodku co 2 i promieniu v/3R/2.

m-3R*/4 3

Zatem P(I(A) > R) = P(K(A)) = —m 1
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(c) Oblicz prawdopodobietistwo tego, ze wybrany losowo punkt kwadratu |z| < 4, |y| < 4 lezy

na zewnatrz kota x? + y> < 1. W rozwiazaniu okresl przestrzeri probabilistyczna (Q, F, P)
modelujaca badana sytuacje.

o O ={(z,y):|z|] <4,ly| <4} - kwadrat, F to borelowskie podzbiory (2,
P - prawdopod. geometryczne.

o A={(z,y): 2%+ y* <1} - kolo.

pole A s
P(AY=1—-—PA)=1- =1—-—= .
¢ P(A) (4) pole ! 64 0,951
4 Q
AC
/AN
) \Jl 4
3
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