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Przyklady 2. Prawdopodobienstwo warunkowe. Twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym. Wzo6r Bayesa. Niezaleznos$é zdarzen.
Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Przyktlady : twierdzenie o prawdopodobienistwie calkowitym i wzér Bayesa.:

(a) Prawdopodobienstwo trafienia w cel w jednym strzale wynosi 1,/2, natomiast prawdopodobieri-

k
stwo zniszczenia celu przy k trafieniach wynosi 1 — (%) , k=0,1,.... Wyznaczy¢ prawdopo-
dobienistwo zniszczenia celu przy oddaniu 10 strzatow.

e Wprowadzamy oznaczenia:
A - zdarzenie, ze zniszczono cel przy oddaniu 10 strzatow,
By, - zdarzenie, ze w 10 strzatach jest k trafien, k =0,1,...,10.

e By, By,..., By stanowia rozbicie przestrzeni probabilistycznej (sa parami rozlaczne i w
sumie sg zdarzeniem pewnym ).

N P80 = () ()" (12" = (1) 2)" P =1 ().
e 7 tw. o prawdopodobienstwie catkowitym P(A) = ]:2% P(A|By,)P(B;) = 3 (1_<%>k)(1o) (5)10

_ (%>10 <,§0 (1}{0)11@11071{ . kijo (1ko) (l) 110- k) (5 10 ( B (% n 1)10) _
=1-(2)" ~ 0983,
gdzie korzystalismy ze wzoru (a + )0 = 3,2 (1,60) akptok,

(b) Zaktad pracuje na trzy zmiany. Zmiany produkuja odpowiednio n; = 200, ny = ng = 150
wyrobow, przy czym szansa wyprodukowania wadliwego wyrobu wynosi odpowiednio p; =
p2 = 0.1, p3 = 0.3. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wyrob wylosowany z calej produkcji jest
wadliwy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wylosowany wadliwy wyrob wyprodukowala druga
zmiana.

e Wprowadzamy oznaczenia:
A - zdarzenie, ze wylosowany wyrob jest wadliwy;
B,, - zdarzenie, ze wylosowany wyrob wyprodukowata n-ta zmiana, n = 1,2, 3.
ny ~ 200
Ny + no + ng 500
P(A|B;) = P(A|By) = 0.1; P(A|B3) = 0.3.
e 7 tw. o prawdop. catkowitym
P(A) = P(A|By)P(B1) + P(A|B) P(By) + P(A|B3) P(Bs) =
=01-04+01-0.3+0.3-0.3=0.16.

o Szukamy teraz P(Bs|A).
Ze wzoru Bayesa P(Bs|A) =

P(A|B2)P(By)  01-03 3
= = = = 0.1875.
P(A) 016 16 1




(¢) W pewnym teleturnieju za jednymi z trzech zamknietych drzwi znajduje sie samochod, a za
pozostaltymi dwoma kozy. Prowadzacy gre wie, ktore drzwi kryja samochdd. Gracz wskazuje
na jedne z drzwi, prowadzacy otwiera jedne z pozostatych odkrywajac koze i nastepnie pyta
gracza, ktore z zamknietych drzwi otworzy¢ (tzn. czy gracz zmienia wybor, czy nie). Jezeli
gracz wskaze na odpowiednie drzwi, wygrywa samochdd.

Powiedzmy, ze gracz wskazal na poczatku na drzwi nr 1, a prowadzacy gre otworzyl drzwi nr 3
z koza. Czy graczowi oplaca sie zmieni¢ decyzje i wskazac¢ na drzwi nr 27 OdpowiedZ uzasadnic.
e Wprowadzamy oznaczenia: A; - zdarzenie, ze samochod jest za drzwiami nr 1,
B; - zdarzenie, ze prowadzacy otworzyl drzwi nr ¢, i = 1,2, 3

Mamy P(AZ) = %, P(BglAl) = %, P(BglAQ) = ]_, P(B3|A3) =0.

3
Stad P(Bs) = Y. P(B3]4;)P(A;) = § z tw. o prawdop. catkowitym,
i=1

P(Bs|A;)P(A 1
e i ze wzoru Bayesa P(A|B;) = ( 3;)(113)3)( ) =3

Poniewaz P(As3|Bs) = 0 oraz P(A1|Bs) + P(As|B;) + P(A3|Bs) = P(2|B3) = 1, mamy
P(As|Bs) =2

Whiosek: Graczowi oplaca sie zmieni¢ decyzje, bo zwieksza swoja szanse na wygrang
(P(A1]Bs) < P(A;|Bs)).

(d) Pewna choroba jest obecna w 0.01% populacji. Opracowano test, ktory daje wynik dodatni
u 90% chorych i u 5% zdrowych. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze pacjent z wynikiem
dodatnim jest zdrowy? Czy ma on powody do obaw?

e Wprowadzamy oznaczenia:
A - zdarzenie, ze test daje wynik dodatni; B - zdarzenie, ze pacjent jest chory.
Szukamy P(B¢|A).
P(A[B)P(B°)
P(A)
e Mamy P(B) =0.0001 =1 — P(B°); P(A|B) =0.9; P(A|B°) = 0.05.
e Zatem P(A) = P(A|B)P(B)+ P(A|B°)P(B°) = 0.050085 z tw. o prawdop. calkowitym.
0.05(1 — 0.0001)

0.050085
e Wniosek: Test w istocie nie wykrywa choroby, bo pacjent z wynikiem dodatnim jest zdrowy
na ponad 99% i raczej nie ma powodéw do obaw.

e Ze wzoru Bayesa P(B¢|A) =

o oraz P(B°|A) = ~ 0.9982
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Przyktady : niezalezno$¢ zdarzen, lemat Borela-Cantelliego.:

(a) Wezmy Q = {wi,wsy,ws,ws}, F =292, P okreslone ciagiem p; = P({w;}) dla i = 1,2, 3, 4, gdzie
pi = 0, p1 +p2 + ps +ps = 1. Zbadajmy niezaleznos¢ zdarzenn A = {w;} i B = {w;}, a nastepnie
niezaleznos¢ zdarzen A; = {wy,ws} 1 By = {wq, w3}.

P(A) =pi, P(B)=p;, P(ANB)= P({w}N{w})=P0) =0
Zatem jesli p; > 0 oraz p; > 0, to P(AN B) # P(A)P(B)

i zdarzenia {w;} i {w;} nie sa niezalezne.

P(Ay) =p1+ps, P(B1)=p2+ps, P(AiNB)=P{ws})=ps.
A1 1 By sa niezalezne, gdy ps = (p1 +p3) - (p2 + p3) < pip2 = papa.

Gdy P to prawdopodobieristwo klasyczne, czyli p; = 0.25 dla i = 1,2, 3,4,
mamy 0.25 = (0.25 4 0.25) - (0.25 + 0.25). Zatem wtedy A; i B; sa niezalezne

Natomiast dla P takiego, ze p; = ps = p3 = 0.1, p, = 0.7 mamy 0.1-0.1 # 0.1-0.7.
Zatem w takiej przestrzeni probabilistycznej zdarzenia A; i B; nie sg niezalezne.

(b) Dwa razy kontrolowana jest jako$¢ pewnego urzadzenia przez niezalezne kontrole. Wynik kon-
troli to jedna z dwoch opinii: S - urzadzenie sprawne lub N - urzadzenie niesprawne. Szansa
na to, ze S bedzie wynikiem pierwszej kontroli, wynosi p, drugiej kontroli - ¢, 0 < p,q < 1.
Zbadac¢ niezaleznos¢ zdarzenia A, ze wynik pierwszej kontroli to S, oraz zdarzenia B, ze obie
kontrole stwierdzity to samo.

Q={SS,SN,NS,NN}, F =29,

P(55) = pq, P(SN) = p(1 —q), P(NS) = (1 = p)g, P(NN) = (1 = p)(1 —q),

gdyz kontrole sa niezalezne.

A={SS,SN}, B={SS,NN}, AnB ={SS}

P(ANB) = P(A)P(B) wtedy i tylko wtedy, gdy pg = (pg+p(1—q))(pg+ (1 —p)(1—q)),
czyli gdy pg = p(1 —p —q + 2pq).

Rownosé zachodzi dla p = 0 albo p =1 albo ¢ = 1/2.

Zatem zdarzenia A i B sa niezalezne w skrajnych przypadkach p = 0 lub p = 1 bez
wzgledu na g oraz w ciekawszym przypadku ¢ = 1/2 bez wzgledu na p.

(c) Elektron emitowany jest w losowej chwili 7 przedziatu [0, T]. Dla ustalonej chwili ¢ przedziatu
(0,T) niech A bedzie zdarzeniem, ze emisja nastapi po chwili ¢, a B zdarzeniem, Ze emisja
nastapi przed chwilag T — t. Czy zdarzenia A, B s niezalezne?

Q =10,T], F to zbiory borelowskie z tego odcinka,
P to prawdopodobienstwo geometryczne.

A=[t,T], B=1[0,T 1

P(A)- P(B) — (H)Q

T
ANB=1{ " istad P(ANB)={ T —2t
{[t,T—t], ody T—t>p Sl ) = ady 0<t<T/2

Poniewaz P(AN B) # P(A)P(B), zdarzenia A i B nie sa niezalezne.
(Zauwazmy, ze wniosek ten nie zalezy od wyboru t.)
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(d) Prawdopodobienistwo zestrzelenia samolotu przez wystrzal z karabinu wynosi p = 0.004. Jakie
jest prawdopodobienistwo zestrzelenia samolotu przez salwe z 250 karabinéw?

e Wprowadzamy oznaczenia:

A; = {zestrzelenie samolotu z i-tego karabinu }, i = 1,2,...,250,
B = {zestrzelenie samolotu przez salwe z 250 karabinow }.
Zakladamy, ze zdarzenia A;, i = 1,2,...,250, sa niezalezne.

250 250
e B={J A, astad B = N A{.
i=1 i=1

250

e 7 niezaleznosci P(B¢) = [] P(A$) = (1 —0.004)*° ~ 0.3671
i=1

e Stad P(B) =1— P(B°) ~ 0.6329

(e) Korzystajac z lematu Borela-Cantelliego oblicz prawdopodobienistwo, ze przy nieograniczonym
W czasie rzucaniu moneta symetryczna wynik "reszka” pojawi sie nieskoniczenie wiele razy.

e Wprowadzamy oznaczenia: A; = {"reszka” w i-tym rzucie}, i =1,2,. ..
A = {"reszka” nieskonczenie wiele razy} = {4, i.0.} = limsup, A,

e A, A,y ... to zdarzenia niezalezne.
e P(A;) =0.5 dla kazdego i, wiec szereg § P(A;) jest rozbiezny.
i=1

e 7 lematu Borela-Cantelliego otrzymujemy zatem, ze szukane prawdopodobieristwo wynosi
P(A) =1.
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