Rachunek Prawdopodobienistwa MAT1332
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana

Przyklady 4. Zmienne losowe. Dystrybuanta.
Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Przyktady :

(a) Gracz rzuca symetryczna kostka do gry. Jesli wyrzuci ,piatke”, wygrywa 10 zt. Jesli wyrzuci
liczbe podzielng przez 3, wygrywa 5 zt. W pozostatych przypadkach ptaci 1 zt. Niech X oznacza
wygrana gracza (przy czym przegrana 1 zl to inaczej wygrana -1 zt). Znajdz i narysuj dystry-
buante zmiennej losowej X. Oblicz P(X > 0).

Rozwigzanie:

e X przyjmuje tylko trzy wartosci: 10, 5 i -1, przy czym
P(X =10)=1/6, P(X =5)=2/6=1/3,
PX=-1)=1-PX=10)—-P(X=5)=1-1/6—-2/6=3/6=1/2
Doktadnie;j:
0=1{1,2,3,4,5,6}, F = 29 P- prawdopodobienstwo klasyczne.
X(5)=10,X3)=X(6)=5X(1)=X(2)=X4)=-1
P(X =10)=P({5})=1/6, P(X =5) = P({3,6}) =2/6 =1/3,
P(X =-1)=P({1,2,4})=1/2

1) dla = < -1,
_ Cx =1 ={1.2,4) dla —1<z<5,
e lwe X@) <oh =9 'y 3 U{X—5)={1,24,3,6} dla 5<z< 10,
Q dla = > 10
F(x)
1
0 dla z< -1, o

1/2 dla —1 <z <5,
5/6 dla 5 < x < 10,
1 dla = > 10

e P(X>0)=1- lim F(z)=1-1/2=05



(b) Na przestrzeni probabilistycznej Q2 = {w = (z,y) : 0 < z,y < 1} z prawdopodobienstwem
geometrycznym definiujemy zmienng losowa:

r dla x>y,
2 =2l ={ 7 qo 12

Wyznacz i narysuj dystrybuante zmiennej losowej Z.

Rozwigzanie:

PZ<z)=1-(1-2)
dla Q< z<1

F(z) = PZ<z)=P{(x,y):z<z,1lzz2y>0})+P{(zr,y):y<z0<z<y<l}) =

0 dla 2 <0,
= {1-(1-2)?% dla 0<z<1, F2)
1 dla 1<z f




Przyktady :

(a) Dystrybuanta zmiennej losowej X jest dana wzorem

0 dla z <0,

Fla) = 0.12522 dla 0<z<1,
0522 —2+0.75 dla 1<z<2,
1 dla 2 < x.

Narysuj F(z) i oblicz P(1 < X < 1.5), P(1 < X < 1.5), P(0 < X < 2), P(0 < X < 2),
P(X > 1), P(|X| > 0.5). * Uzasadnij, ze funkcja F jest dystrybuanta pewnego rozktadu.
Rozwigzanie:

Fx)

0,75 oot

0.25

0.125¢
/ .

0 1 2

Wykres F(x):

P(1< X <15)=F(15)— F(1) = (0.5 (1.5)2 — 1.5+ 0.75) — 0.125 - 12 = 0.25
P1<X<15)= xl}{r})JrF(az) — ;CIEEL F(z) =

=(0.5-(1.5)> = 1.5+ 0.75) — (0.5- 12 =1+ 0.75) = 0.125
PO<X<2)=F(2) — IILI&F(x) =(05-22-2+0.75) —0=0.75

PO < X < )—limF(x)—limF(:L‘)zl—Ozl
—24 z—0+

(
(

P(X>1)=1-P(X <1)=1- lim Flz) =1 (0.5-1 —1+0.75) = 0.75
(

P(|X| > 0.5) = P(X < —0.5) + P(X > 0.5) = F(—0.5) + (1 — lim F(x)) =

r—0.5+

=0+ (1—0.125- (0.5)?) = 0.96875
* F(z) jest dystrybuanta pewnego rozktadu, poniewaz:

(i) Funkcja F(z) jest lewostronnie ciagla, bo jest zadana funkcjami elementarnymi na
przedzialach domknietych z prawej strony.

(ii) Funkcja F(z) jest niemalejaca na R, bo
o jest stata na (—o00,0) i na (2, c0);
o jest rosnaca na (0, 1), poniewaz dla z € (0,1) pochodna
F'(z) = (0.12522)" = 0.252 > 0;
o jest rosnaca na (1,2), poniewaz dla = € (1,2) pochodna
F'(z) = (0522 —24+0.75) =2 — 1 > 0;
0)=0=0125-0° = lim F(x):
F(1)=0125-12=0.125<0.25=0.5-12 -1+ 0.75 = hm+F( x);
F(2) =052 =2+0.75 =075 < 1 = lim F(x).
(

x) =0, Q}LrlgoF(x) = 1.



Przyktady :

(a) Dobierz state A i B tak, aby funkcja

0 dla = <0,
F(z)={ A2?+ B dla 0<z <1,
1 dla 1<z

byla dystrybuanta pewnej zmiennej losowej X. Nastepnie oblicz P(—0.5 < X < 0.5), P(0 <
X < 15), PO< X < 1.5), P(X > 1), P(X > 1).
Rozwiazanie:

e Dla wszystkich A i B funkcja F(z) jest lewostronnie ciagta
e oraz lim F(z)=01i thOlOF(:z:) = 1.

e Aby F byla niemalejaca na calej prostej musimy mie¢:
—A>0,
- 0< lim F(x),

z—0+

- F(1) <1, 1

e codajewarunki 0 < B,0< A<1-B. =

0
0 1

A

e Dla A i B speliajacych te warunki funkcja F' jest dystrybuanta.

o P(-0.5 < X <05) =F(0.5 — lim F(x) = F(0.5) — F(~0.5) = A(0.5) + B~ 0 =
0.25A + B.
e P0< X <15)=F(15) — lim F(z)=1-B

z—0+
PO<X <15) =F(15) - F0)=1-0=1
o (X>1)—1—xli>r{1+F($):1—1:O
P(X

>1)=1-F(1)=1-(A+B)



(b) Dobierz stale A, B i C' tak, aby funkcja

Ae* dla = <0,
F(z)=¢{ Bx+025 dla 0 <z <In2,
C—-—e® dlaxz>In2

byta dystrybuantg rozktadu pewnej zmiennej losowej X.
Oblicz nastepnie prawdopodobieristwa P(X < In2), P(X > —-In3)i P(0 < X < 1).
Rozwigzanie:

Funkcja F'(x) jest dystrybuanta pewnej zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia nastepujace warunki:

(i) jest lewostronnie ciagta;
(i) jest niemalejaca,;

(iii) lim F(z) =0, lim F(z) = 1.

W naszym przypadku xl_i)r}loo F(z) = A-0=0 dla wszystkich A, Bi C,

natomiast lim F(z) =C=1&C=1

Zatem Warflnzok (iii) jest spetniony <= C' =1, Ai B - dowolne.

Dla ¢ = 11 dowolnych A i B funkcja F(x) jest lewostronnie ciagla, czyli warunek (i)

jest spelniony, bo F jest zadana funkcjami elementarnymi na przedziatach domknietych z
prawej strony.

DlaC =1
o dla 2 < 0 pochodna F'(z) = (Ae”) = Ae® > 0 & A > 0 i funkcja F(x) jest
niemalejaca na (—oo,0) wtedy 1 tylko wtedy, gdy A > 0;
o dla z € (0,In2) pochodna F'(z) = (Bx +0.25) = B > 0 < B > 0 i funkcja F()
jest niemalejaca na (0,1In2) wtedy i tylko wtedy, gdy B > 0;
o dla z > In2 pochodna F'(z) = (1 —e™®) =e™® > 01 F(z) jest rosnaca na (In2,c0);
o F(0) = A, lim F(x)=0.251 F(0) < lim F(z) & A <025

o F(In2) = Bln2 + 0.25, 1111112+F(m) —1_e2_q5

i F(In2) < 1111r12+F(x) < BIn2+0.25<0.5

Zatem warunek (ii) jest spelniony
(czyli F jest niemalejaca na R)
<0< A<0250raz 0< B<0.25/In2.

Wykres F(z) dla A =0.15, B=0.25, C = 1.
Podsumowujac:
funkcja F' jest dystrybuanta < C' =1, 0< A <0.25,0< B <0.25/1n2.
Wtedy P(X <In2)= lim F(z)=1-05=0.5

T—In 2+
A
. — - : — - —In3 — -
P(X>—-In3)=1 x_)IE%HF(a:) 1— Ae 1 3
PO<X<1)=FQ1) - 1iI(I)1+ F(z)=1-e"1-0.25~0.3821



