Rachunek Prawdopodobienstwa MAT1332
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana
Przyktady 6. Wartosé oczekiwana, wariancja, mediana, kwartyle rozktadu

prawdopodobienistwa. Transformacje zmiennej losowej.
Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Przyktady : charakterystyki liczbowe rozktadow dyskretnych

(a) Wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwang i wariancje oraz wyznacz mediane i kwar-
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(b) Wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwana i wariancje oraz wyznacz mediane i kwartyle
dyskretnego rozkladu zmiennej losowej X, zadanego ciagiem {(x,,p,),n = 1,2,...}, gdzie
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(c) Wylicz - o ile to mozliwe - wartosé¢ oczekiwana i wariancje oraz wyznacz mediane 1 kwartyle

ni|1l]23
dyskretnego rozktadu zmiennej losowej X podanego w tabeli:| 2, | -1 | 5 | 10
Poly |56
F(x)
e EX =—-1-5+5-3+10-5=74 ~28333 1 -
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o D’X = (—1)%-5+5%-34+10%- ¢ — (EX)? = 22 ~ 17.4722 |
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(vD?2X = 4.1780) ™ '
® Tgo5 = —1, o5 - dowolna liczba z przedziatu [—1, 5], ' .
Xo.75 = ) _.&1 przedzial 5 10
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Przyklady : charakterystyki liczbowe rozkladéw ciaglych

(a) Wylicz, o ile to mozliwe, wartosé¢ oczekiwanag i wariancje oraz wyznacz mediane zmiennej losowe;
0.5 dla -1 <z <0,

X o rozkladzie ciaglym o gestosci f(z) =4 1—2 dla 0<z <1,
0 dla pozostatych x.

EX 7f()d /005d+/1 (1—2)d Lol oosss
[ — f— . — _ —— _—_— = —— &~ —U. .
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o D2X = / )dr — (EX)? /0 batde +/ (1= 2)do = (—55)* =
7"'7_1_1;2 - 144 ~ 0.2431
e Dystrybuanta zmiennej losowej X to (z przyktadu 5.3(a))
0 dla = < —1,
oz _J 05(x+1) dla —-1<2z<0,
F(z) = ,{o f(t)dt = 1-05(1—-2)* dla 0<a<1,
1 dla 1<z
_ 0.5(zq +1) = ¢, 1—05(1 —z,)* =gq,
o F(x,) =q<+= { 2, € [=1,0) albo v, € [0,1)

’ 2q —1 dla 0<qg<0.5,
YTTa= V1 f2(1—¢) dla 05<q< L.

e Mediana g5 =0
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(b) Wylicz - o ile to mozliwe - wartosé¢ oczekiwana i wariancje oraz wyznacz mediane i kwartyle cig-

0 dla » < —1,
—S(a?—4) dla —-1<z<]1,

glego rozktadu zmiennej losowej X ma rozktad o gestosci f(x) =< 0 dla 1<z <2,
—S(x—5) dla 2<z<3,
0 dla 3<2

e EX = _Z xf (z)dr = —% (fll z(x? — 4)dr + j[ﬂ($ — 5)d:17> =
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(pierwsza catka w sumie rowna jest 0 jako catka z funkcji nieparzystej po przedziale sy-
metrycznym wzgledem zera)
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(wykorzystalismy fakt, ze pierwsza calka jest z funkcji parzystej po przedziale symetrycz-
nym wzgledem zera)

(VD2X =~ 1,1850)
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e Dystrybuanta rozktadu X to (z przyktadu 5.3(b)) . "
0 dla =z < —1,
Ae(12-2)H1) g | <o ] 075 1.0 7ass
59 ) osf
Flz)=4 & dla 1<z <2,
% dla 2 <z <3, o 025
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o Flz) =025 20200 _ o5 1<z <1
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Zo.25 jest rozwigzaniem tego réwnania

Metodg przyblizona otrzymujemy rozwiazanie zgo5 &~ —0.3125

o Flz)=05& 200201 _ g5 1 <3< le
& 34120375 =0-1<a<1
Zo.5 jest rozwigzaniem tego roéwnania

Metoda przyblizona otrzymujemy rozwigzanie xg 5 ~ 0.3125
o Flz) =075 210D _0752<r <32 100+ 2 =02<2<3

59
107
_ 107 _ 10—
A= 3 > L0.75 =

VS~ 20139



(c) Wylicz, o ile to mozliwe, warto$¢ oczekiwana i wariancje oraz wyznacz mediane zmiennej losowe;j

0 dla <1,
X ktadzie ciggl tosci = 1
o rozktadzie ciagtym o gestosci f(x) - dla o> 1,

Rozwigzanie:

e wartos¢ oczekiwana EX nie istnieje,
o0 o0 o0

d
bo caltka / xf(z)dr = / %dx = /—x jest rozbiezna do co.
x x
—00 1 1

e Zatem wariancja D?X nie jest nawet zdefiniowana.

. 0 dla x <1,
D i j 1 j X to Fl(z) = = 1
e Dystrybuanta zmiennej losowej X to F'(z) _{o f(t)dt ol a1
x
F(z,) —1 !
[ ] T = - — =4,
a ¢ Tq q Fix)
1
czylizg=——dlal0<g<1 1
l—q
o Mediana zg5 = 2 05t

05

(d) Wylicz - o ile to mozliwe - warto$¢ oczekiwana i wariancje oraz wyznacz mediane i kwartyle

0 dla z <0,
rozktadu zmiennej losowej Z o dystrybuancie Fi(z) = 1— (1 —2)? dla 0 <z <1,
1 dla z > 1.

(1—2) dla 0<z<1,
poza tym.

Jest to rozklad ciagly o gestosci f(z) = F'(z) = { g
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1) —(2)" = & ~ 0.0556

(VD2Z ~ 0.2357)
Fz)=q&e (1-2)?=1-qez=1—y1—-qdla0<g<1
Zatem zgo5 = 1 —1/0.75 ~ 0.1340, 295 = 1 — /0.5 ~ 0.2929, zo75 = 1 —/0.25 =~ 0.5



Przyktady : transformacja zmiennej losowej - rozktad

(a) Gracz rzuca kostka do gry i otrzymuje 25 zt za liczbe oczek podzielna przez 3, a ptaci 5 zt
za kazdy inny wynik. Ma on mozliwo§¢ wykonania co najwyzej 5 rzutéw, a jednoczesnie musi
przerwaé gre po pierwszej wygranej. Niech Y oznacza wynik gracza (w zl). Znalezé rozklad
zmiennej losowej Y.

e X - czas oczekiwania na pierwszy sukces w schemacie Bernoulliego, sukces - liczba oczek
podzielna przez 3, p = %

k—
X ma rozklad geometryczny Geo(s), P(X = k) = & (%) " dlak = 1,2,...

Wy [ B0 (X 1), gdy X <5,
~) -5.5=-25, gdy X > 5.

Zatem P(Y =25 = 5(k — 1)) = § (%)H dla k=1,2,3,4,5
P(Y=-25)=1- 31 (2) =)

k=1
e Rozklad Y mozemy takze poda¢ w tabeli:
X 1 2 3 4 5 >5
Y=y, | 25 20 15 10 5 -25
1 2 4 8 16 32
Pk 3 9 a7 81 243 243
~ 0.3333 | 0.2222 | 0.1481 | 0.0988 | 0.0658 | 0.1318

(b) Zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy Exp(1). Znalezé¢ rozktad zmiennej losowej Y = X2.

0, gdy =<0,

e X ma rozktad wyktadniczy Exp(1), czyli gestosé postaci fx(z) = { e gdy >0,
e Dystrybuanta zmiennej losowej Z = X2 to Fz(2) = P(Z < z) = P(X? < 2) =

_{ 0, gdy 2 <0,
| PUXT < V2) = Fx(V7) = Fx(=Vz +0) = Fx(Vz) = Fx(=v/2), gdy z>0;

gdzie Fy(z) to dystrybuanta zmiennej losowej X, tak ze fx(z) = Fy(z) dla niemal
wszystkich z.

e F(z) odpowiada gestosci fz(z) = Fy(2) dla niemal wszystkich 2.

0, gdy 2z <0, 0, gdy 2z <0,
1 D Bt

5 s VA + Ix(=VE), ady 2> 0 eV?

2z ’
Zauwazmy, ze jest to rozktad Weibulla W (1, %)

Zatem fz(z) =

gdy z > 0.



(c) Promien kuli R ma rozktad jednostajny ¢(4.9;5.1) cm. Kule wykonano z zelaza o gestosci 7.88
g/cm3. Znalezé rozklad masy M tej kuli.

0, gdy r ¢ [4.9;5.1],

o Gesto$é R ma postac: r) =
¢ P Ja(r) { 5 =5, gdy r € [4.9;5.1].

~1/3
e Masa kuli réwna jest M = a3 R3, gdzie a = (”%) ’* ~ 03117,
e Dystrybuanta zmiennej losowej M ma postac

Fy(m) = P(M < m) = P(R® < a®m) = P(R < am'/®) = Fgr(am'/?),
gdzie Fg(r) to dystrybuanta rozktadu R.

/

e Stad M ma rozklad o gestosci fu(m) = F),;(m) dla niemal wszystkich m.

- 0 gdy m ¢ [mq, my]
Zatem m) =%m 2/3 aml/?) — ) , ,
fu(m) =3 fr( ) { 50,0203 gdy m € [y, my),

3 3
gdzie my = (42)" ~ 3883.3190, ms = (%) & 4378.5000.
(d) Zmienna losowa X ma rozkltad Cauchy’ego C(0,1). Znalez¢ rozklad zmiennej losowe;
Y = arctgX.

1

e Gestosé rozktadu Cauchy’ego C(0, 1) ma postaé¢ fx(z) = m
T T

Stad dystrybuanta zmiennej losowej X ma postac

Fx(x) = f fx(t)dt = Tarctge + 3.

e Dystrybuanta zmiennej losowej Y = arctgX to Fy(y) = P(Y <y) =

0, ) ) gdy y < -7,
=1 P(X<tgy) = Fx(tgy) =y +3, gy —§5<y<7,
1, gdy y = 3.

e [y (y) odpowiada gestosci fy (y) = Fy (y) dla niemal wszystkich y.
Oa gdy Y ¢ _Ev 5

Jotem i) = | ° P
= gdy ye(—5,3

1)
).

IR

Jest to gestosé rozktadu jednostajnego U (—
3

e Wniosek: Y ma rozktad jednostajny U (—

NIE]



(e) Niech X bedzie zmienna o rozkladzie normalnym A (0,1). Znalez¢ rozktad zmiennej losowej

Y = /IX].

e X ma rozktad normalny A (0, 1), czyli gestosé¢ postaci fy(x)

22

2,

1
= —e¢
V2T

e Dystrybuanta zmiennej losowej Y =/|X| to Fy(y) = P(Y <y) =

_ )0, gdy y <0,
P(|IX| <y?) = Fx(y®) — Fx(—=y* +0) = Fx(y*) — Fx(=y?), gdy y > 0;

gdzie Fx(x) to dystrybuanta rozktadu X.
e Fy(y) odpowiada gestosci fy(y) = Fy(y) dla niemal wszystkich y.
0, gdy y <0,

Zatem fy(y) = 2y(fx(y?) + fx(=32)) :\/;l—wye_y;’ gdy y>0.

Przyklady : transformacja zmiennej losowej - wartosé oczekiwana

(a) Promien kuli R ma rozktad jednostajny U(4.9;5.1) cm. Kule wykonano z zelaza o gestosci 7.88
g/cm®. Wyliczy¢ - o ile to mozliwe - wartosé¢ oczekiwana i wariancje losowej masy M tej kuli
wykorzystujac rozktad promienia losowego R.

e Masa kuli réwna jest M = a 3R, gdzie a = (4 - 7.887/3)"'/3 ~ 0.3117.

0, gdy r ¢ [4.9;5.1],

o Gestosé R ma postac: fr(r) = { =5, gdy r€[4.9;5.1].

5.1—-4.9 4 9
e EM =aER*=0a”® _CZ; r° fr(r)dr = 56L_34j;9 rdr = 5035149 ~ 41276 g,
o D2M = EM? — (EM)? = a SER® — (EM)? = a5 | v fp(r)dr — (EM)? =

7

— 546 5f‘17,6dr — (EM)? = 5q 631497 _ <5a—3w)2 ~ 20433.686 g*.
4.9 ! '

(b) Zmienna losowa X ma rozktad Cauchy’ego C(0,1). Wyliczy¢ - o ile to mozliwe - warto$¢ ocze-
kiwana i wariancje zmiennej losowej ¥ = arctg X wykorzystujac rozktad zmiennej losowej X.
e X ma gestos¢ postaci fx(z) = ﬁ

e EY = EarctgX = f arctgr fx (x — / arctgr - ———dx

+1
= i arctg’e N =0.
2 0

s
e D?Y = EY? — (EY)? = Earctg?X = (}O arctg®z fx (z)dz =

1 2 /m\3 7?
— t T = = tg® :<> = — ~(.8225.
/arcgm x 37T(arch Ooo) 5 \3 G 0.8225

0
+ arcthx

—0o0

0

+ arctg?’m

—0o0



Przyklady : nieré6wno$é¢ Czebyszewa, nier6wnosé Markowa

(a) Udowodnij nierownos¢ Czebyszewa:
Jesli istnieje wariancja D2X, to dla kazdego a > 0 mamy

D2X
o2

P(|X —EX|>a) <

Dowod:
DQX:f(X—EX)QdP> Ik (X—EX)QdP>a2P(|X—EX] >a) O
Q

{|X—EX|>a)}

(b) Prawdopodobienistwo urodzenia chtopca wynosi 0.517. Oszacowa¢ w jak licznej grupie nowo-
rodkéw prawdopodobieristwo tego, ze liczba chltopcow odbiega od sredniej liczby chtopcow w
tej grupie o wiecej niz 25% tej sredniej, jest mniejsze niz 0.017

Niech n oznacza nieznang licznosé grupy noworodkéow, X - liczbe chtopcow w tej grupie.
Srednia liczba chlopcow w tej grupie to EX.
Szukamy takiego n, dla ktorego

P(|X — EX| > 0.25EX) < 0.01. (1)

Model: schemat Bernoulliego, sukces - urodzenie chtopca, p = 0.517, X - ilo$¢ sukcesow
w n probach, zatem EX = 0.517n, D?*X = 0.517(1 — 0.517)n.

Z nieréwnoéci Czebyszewa dla a = 0.25EX mamy

D2X  0.517(1—0.517)n  7.728
P(|X —EX|>a) < = ( n _ ,
a? (0.25-0.517n)? n

Zatem warunkiem wystarczajacym dla zachodzenia nieréwnosci (1) jest —— < 0.01,
n

czyli rownowaznie n > 773.
Whiosek: W grupie 773 noworodkéw spetniony jest warunek z zadania.

By¢ moze, spelniony jest on takze w mniejszej grupie, ale nie potrafimy tego szybko
uzasadnic.



