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Przyktady 7. Rozklad laczny. Rozklady brzegowe. Niezalezno$é
zmiennych losowych. Dzialania na zmiennych losowych.
Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Przyktady : dyskretne rozktady laczne

(a) Rozklad taczny wektora losowego (X,Y) podany jest w tabeli:

Ty 0 2

Yk
-2 0.11]0.2
0 0.2
1 0.21]0.3

Wyznacz rozktady brzegowe tego wektora losowego. Sprawdz, czy zmienne losowe X i Y sa
niezalezne. Wylicz wspolczynnik korelacji zmiennych losowych X i Y.

e Rozklad brzegowy zmiennej losowej X:

T 0 2

Yk
—2 0.1 0.2
0 0 0.2
1 0.2 0.3

Dn. H 0.3 \ 0.7 \

e Rozklad brzegowy zmiennej losowej Y:

T 0 2
Yk Pk
-2 0.1]0.21 0.3
0 |0.2( 0.2
1 021031 0.5

e X iY nie sa niezalezne, bo

np. P(X =0,Y =0)=0#0.3-02=P(X =0)P(Y =0).

e Na podstawie rozktadéw brzegowych wyliczamy:
EX=0-03+2-07=14
D2X =02-0.3+2%-0.7—(1.4)2=0.84
EY =-2.-03+0-02+1-0.5=-0.1
D*Y = (-2)?-0.3+0%-0.2+1%-0.5— (—0.1)? = 1.69

e Na podstawie rozktadu tacznego wyliczamy:
EXY=0-(-2)-0140-0-0+0-1-024+2-(-2)-024+2-0-0242-1-03=-0.2

_ EXY-EXEY _ —02-14(-01) _ 006 ., _
o Stad pxy = VD2XV/D2Y 084169 13084 0.05

e Uwaga: Z tego, ze pxy # 0, mozemy innym sposobem wywnioskowaé, ze zmienne losowe
X 1Y nie sg niezalezne.




(b) Rozpatrujemy wielokrotny rzut symetryczna moneta. Niech X oznacza moment pojawienia sie
pierwszego orta, a Y - moment pojawienia si¢ pierwszej reszki. Znajdz rozktad taczny i rozktady
brzegowe zmiennych losowych X, Y.

e Wektor losowy (X,Y") przyjmuje wartosci (z,,yx) = (n, k), gdzie n, k € N; z prawdopodo-
05" dla k=1,n>2
biefistwem p,x = P(X,Y) = (zp,5:)) = P(X =n,Y =k)={ 05* dla n=1,k>2
0 poza tym.

1.

00 00 00 00 1
e Sprawdzenie: 3. 3 pur = 2 05"+ X 0.5F =2-0.5%- =
n=1k=1 n=2 k=2 1-0.5

e Rozktad brzegowy zmiennej losowej X zadany jest ciagiem {(n,p,.),n € N}, gdzie

{ Pn1 = 0.57 dla n>2

pn.:P(X:n): Y Pnk = =0.5".

keTo

S 058 =05 dla n=1

k=2
e Podobnie, rozktad brzegowy zmiennej losowej Y zadany jest ciagiem {(k,px),k € N},
gdzie pj, = P(Y = k) = 0.5%.

Przyktlady : ciagle rozklady taczne

(a) Dobierz stala C' tak, aby funkcja f(z,y) = { C dla (z,y) € K

0 poza tym,

gdzie K to obszar ograniczony krzywymiy =1 — 22, y = 0,

byta gestoscia pewnego wektora losowego (X, Y). Oblicz nastepnie P(0 < X < 0.5;0 <Y < 1).
Wyznacz rozklady brzegowe wektora losowego (X, Y).

e K: —1<2<1,0<y<1—2%
f(z,y) > 0 dla kazdego (z,y) <= C >0

2

0o 00 1 1-z 1
[ | fla,y)dady=C [dx [ dy=C [(1—2}dx=3C=1+=C=
1 0 1

3
—00 —00

3
e

Oba warunki na gestos¢ sa spetnione, gdy C' = %.

y=1-X

x=-(1-y)M2 | x=(1y)Y2

e A:0<x<050<y<l1

0.5 1 05  1-z2
e P0<X<050<Y<l)= [de[f(z,y)dy=2[[ dedy=3 [dx [ dy=
0o 0 ANK 0 0

.5

o2

(1 —2?)ds = 5 = 0.34375

2

11—z
) — 3(1 — 2 —
e Wyznaczamy rozklady brzegowe: fx(z) = [ f(z,y)dy = Of dy=3(1-27% da —1<z<1,

O Blw

dla pozostatych x.

dx:% 1—y dla 0<y <1,

0 dla pozostatych y.

[\



f(x2y+y) dla 0<z<1, 0<y<?2
1 8 )
(b) Funkcja f(x,y) = ‘

losowego (X,Y'). Wyznacz rozklady brzegowe tego wektora losowego. Sprawdz, czy zmienne
losowe X 1Y sa niezalezne.

jest gestoscia pewnego wektora

e Rozklady brzegowe sa ciagle i maja gestosci postaci:

2
3 (2 3/ .9
i S@?+1) Jydy =3(2®+1) dla 0<z <1,
fx@) = T flogdy={ 3@ TD ] vdy=3"+1) v
- 0 dla pozostatych z.

1
00 2 1
o) = T flayyde = 3]0 DA =5y da 0=y <2

O owolw

dla pozostatych y.

e Poniewaz dla kazdego (z,y) mamy fx(x)fy(y) = f(z,y), wiec takze
Fxy(xz,y) = Fx(z)Fy(y) i zmienne losowe X 1Y sg niezalezne.

(c) Wektor losowy (X,Y) ma rozklad ciagly o gestosci

] 05(x+3y) dla 0<z,y<I;
flay) = { 0 poza tym.

Wylicz wspotezynnik korelacji zmiennych losowych X i Y. Sprawdz, czy zmienne losowe X iV
sa niezalezne.

0o 00 1
e EX= | [ zf(x,y)dxdy =0. 5fdxfx(x—|—3y)dy =0.5 (2 +3z)dr = 0.5 (% + %) =15
0

—0o0 —0O0

DX = | T a?f(a,y)dedy — (EX)? = 05 [ do [ 2*(z + 3y)dy — (£)° =
0 0

—00 —0O0

=05 (a8 3e0yae — (1) = 05 (1 1) - ()" = 45

EY = f joyf(x y)da:dy—05fdxfy(x+3y)d 0.5]1“(%x+1)d:1720.5(%+1):%;
0

—00 —00

DY = | [ o2f(z,y)dedy — (EY)? = 0.5_Ofdxgy2(a: +3y)dy — (2) =

—00 —0O0

=05 (e + e - (2)" =05 (3+2) - (8) = 8

0o 00 1 1
EXY = [ [ ayf(x,y)dedy = 0.5 [dx [ zy(z + 3y)dy =
0 0

—00 —O0

EXY—EXEY 3—32.2

o pxy = BZEXEY _ = - = /& ~ —0.0049.
244 3-8

e Poniewaz pxy # 0, zmienne losowe X i Y nie sa niezalezne.



Przyktady : dziatania na zmiennych losowych
(a) Rozktad taczny wektora losowego (X,Y) podany jest w tabeli:

T, | O 2

Yk
—2 0.1]0.2
0 0.2
1 0.210.3

Wyznacz (o ile to mozliwe) rozktad sumy, iloczynu i ilorazu zmiennych losowych X i Y.

e / = X +Y przyjmuje wartosci ze zbioru
{-2+4+0,0+0,14+0,-2+2,0+2,14+2} ={-2,0,1,2,3}
z prawdopodobienistwami podanymi w tabeli:

| 5| 2[0]1]2]3]
p” [0.1]0.2]0.2][0.2][0.3]

e 71 = XY przyjmuje wartosci ze zbioru {—2-0,0-0,1-0,—2-2,0-2,1-2} ={—4,0,2}
z prawdopodobienistwami podanymi w tabeli:

w402 ]

P ][02]05]03]

X
e lloraz % nie jest okreslony, bo P(Y = 0) # 0.

(b) Wektor losowy (X,Y’) ma rozklad ciagly o gestosci

] 2r+y) dla0<z<1 0<y<z,
f(@y) _{ 0 poza tym

Wyznacz (o ile to mozliwe) rozktad sumy, iloczynu i ilorazu zmiennych losowych X i Y.

e / = X +Y ma rozklad ciagly o gestosci
fz(2) = / f(x,z — x)dx
Tutaj dla ustalonego z

x=1

2z dla O<e<l, 1
flz,z —x) = 0<z—z<uz, -
0 poza tym =

0 i
0 1 2

2z dla z/2 <z <z,

Zatem dla 0 < z < 1 mamy f(z,z — x) :{ 0 poza tym

i stad
fz(2) = /f(x,z—a:)da:zZz/dx:zg

z/2

4



ST <
Natomiast dla 1 < z < 2 mamy f(z,z —x) = { 2z dla z/2 <z <1,

0 poza tym
i stad
00 1
fz(2) = / flz,z —x)dx = 2z / dr = z(2 — z2).
—oo z/2

Dla pozostalych z f(x,z — x) = 0 dla wszystkich z i stad fz(z) = 0.
Podsumowujac: dla Z = X +Y

22 dla 0 < 2 <1, 1
fz(z2) =% 2(2—2) dla 1 <2<2,
0 poza tym

e 7/, = XY ma rozklad ciagly o gestosci

Dla ustalonego z

5 0<z<l, x=t
nd z

£(a2) = 2(c+2) da 0<<u, P
0 poza tym

0 poza tym
Stad 1 1
fz,( )_Zi®f<$,2>dx—[;-2<x+x)da::2\//g<1+$2)d3::

Dla pozostatych z f (x, Z) = 0 dla wszystkich z i stad fz,(z) = 0.
x
Podsumowujac: dla Z; = XY

(1-2) dla 0<2z<1,
poza tym

fz.(2) = { g




X
o /y, = v ma rozklad ciaglty o gestosci

f2(2) = [ Wlfwzy)dy

Dla ustalonego z

(yz2+y) dla 0<yz<1, 0<y<yz,

2 >
Flyzy) = { 0 poza tym N

[} 1
z

Dla z > 1 mamy
2(z+1)y dla 0<y<
0 poza tym

9

NI

flyz,y) :{

Stad

o Yz 31y=1/z .
Jz(2) = | |ylf(yz,y)dy = / v 20z + Dydy = 2(z + 1) - % _ 2(13; )

y=0

0
Dla z < 1 f(yz,y) = 0 dla wszystkich y i stad fz,(z) = 0.

Podsumowujac: dla Zs = v

1.33

323

2(1+ 2)
>
fZ2 (Z) _ { dla z ]_,
0 poza tym

(c) Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne, przy czym X ma rozktad wyktadniczy Exp(0.2), a YV
rozktad normalny N (—1,2). Wyznacz warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej Z =
2X —3Y — 2.

e X ma rozklad wykladniczy Exp(A = 0.2), zatem EX = =51 D?X = 5 = 25.
e Y rozklad normalny N'(m = —1,0 = 2), zatem EY = m = —1 i D?Y = ¢? = 4.
e EZ=FE(2X -3V —2)=2EX —~3EY —2=2.5-3-(~1) — 2= 11.
e X iY sa niezalezne, wiec D*Z = D?(2X —3Y —2) = D?(2X —3Y) =

— D2(2X) + D2(—3Y) = 22D’X + (—3)?D?Y =425+ 9 - 4 = 136.



(d) Niech Z = X +2Y — 1, gdzie X ma rozktad zerojedynkowy z parametrem p = 0.4; a Y ma
rozktad normalny NV(1, 1), przy czym zmienne losowe X i Y sg niezalezne. Oblicz wspotezynnik
korelacji zmiennych losowych X i Z.

EXZ - EXEZ
vD2XVD?%Z
X ma rozktad zerojedynkowy z parametrem p = 0.4, czyli rozktad dwumianowy B(n =
1,p=0.4), zatem EX = np=0.41iD?X =np(l —p) = 0.24.
Y ma rozklad normalny N'(m = 1,0 = 1), zatem EY =m =11 D?Y =02 = 1.
EZ=EX+4+2Y-1)=EX+2EY -1=04+2-1-1=14
Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne.
Zatem D*Z =D?(X +2Y — 1) =D?X +22D?*Y =024 +4-1=4.24
oraz
EXZ=E(X(X+2Y —1)) =E(X?+2XY — X) =EX?+2EXY - EX =
=D?X + (EX)?+2EXEY —EX =0.24+ (0.4)>+2-04-1—-0.4=0.8.

Otrzymujemy pxz = (1/%2(1# ~ 0.2379.

Mamy wyliczyé¢ pxz =

Inny sposéb:

EXZ — EXEZ
VD2X\/D?Z

D?(X + Z) = D2X + D*Z + 2(EXZ — EXEZ), zatem

EXZ - EXEZ = }(DX(X + Z) — D2X — D2Z) i w konsekwencji,

Mamy wyliczy¢ pxz =

_ D¥X+2)-D’X -D*Z
s 2v/D2XV/D2Z
X ma rozktad zerojedynkowy z parametrem p = 0.4, czyli rozktad dwumianowy B(n =
1,p=0.4), zatem D?X = np(1 — p) = 0.24.
Y ma rozklad normalny N'(m = 1,0 = 1), zatem D?Y = o2 = 1.

Zmienne losowe X 1Y sg niezalezne, wiec
D2Z =D*(X +2Y —1)=D?X +2°D?Y =024 +4-1=4.24
D3(X + Z) = D?(2X +2Y — 1) = 2°D2X + 22D?Y = 4(0.24 + 1) = 4.96

: _ 4.96-0.24-4.24
Otrzymujemy pxz = N TR TR 0.2379.

Przyktlady : rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych

(a) X 1Y to niezalezne zmienne losowe odpowiednio o rozktadach N (my,o1), N (ma, 09). Wyznacz
rozktad sumy tych zmiennych losowych.

itmlféafz‘? Ztm27*0'2t2

) QOY@) =€
X 1Y saniezalezne. Zatem @ x .y (t) = ox(t)py(t) =€

Jest to funkcja charakterystyczna rozktadu N (my + mao,\/0? + 03),
zatem X + Y ma taki wlasnie rozktad normalny.

Wiemy, ze px(t) =e

ztml—fcrth eztmg—fcrth — eit(m1+m2)—%(cr%+cr§)t2.



(b) X 1Y to niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie B(1,p).Wyznacz rozklad sumy
tych zmiennych losowych.

o Wiemy, ze px(t) = oy (t) = (pe' + (1 — p))*.

e X iY sg niezalezne. Zatem ¢ox vy (t) = px(t)oy(t) = (pe + (1 —p))2
e Jest to funkcja charakterystyczna rozktadu B(2, p),
zatem X + Y ma taki wlasnie rozktad Bernoulliego.

e UWAGA: Podobnie mozemy pokazac, ze jesli X1, Xs, ..., X,, to niezalezne zmienne losowe
o jednakowym rozkltadzie B(1,p), to suma X; + X5 + ... + X, ma rozktad B(n,p).

(¢c) X 1Y to niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie Exp(\).Wyznacz rozklad sumy
tych zmiennych losowych.

e Wiemy, ze ox(t) = py(t) = (1 —it/\)~L.
e X iY sg niezalezne. Zatem ¢x vy (t) = px(t)ey(t) = (1 —it/\) 72
e Jest to funkcja charakterystyczna rozktadu G(2, \),

zatem X + Y ma taki wlasnie rozktad gamma.

Przyktady : rozklad minimum i maksimum niezaleznych zmiennych losowych

(a) X 1Y to niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie Weibulla W(A, p). Wyznacz
rozktad zmiennej losowej Z = min(X,Y).

e Dystrybuanta zmiennych losowych X i Y ma postac

F(z) =

0 =

0, gdy = <0;

[pArr=te= 0%t ody >0, [ 1—e O ody x>0,
0, gdy x <0.

e Zmienna losowa Z = min(X,Y’) ma dystrybuante postaci

1—(1—(1—e )2 agdy z>0,

[ 1=t dy >0,
0, gdy 2z < 0.

e Jest to dystrybuanta rozktadu Weibulla W(2'/P)\, p),
zatem Z = min(X,Y’) ma taki wlasnie rozktad.

e UWAGA: W szczegolnodci, jezeli X i Y to niezalezne zmienne losowe o takim samym
rozkladzie wykladniczym Exp(N), to Z = min(X,Y) ma rozklad wyktadniczy Exp(2)).

(b) X 1Y to niezalezne zmienne losowe o takim samym rozkladzie o dystrybuancie
F(z) = exp(—e~t==m/a)

(jest to tzw. rozklad wartosci ekstremalnych z parametrami m € R, a # 0).
Wyznacz rozktad zmiennej losowej Z = max(X,Y).

e Zmienna losowa Z ma dystrybuante postaci
Fz(Z) _ (F(Z))Q _ (exp(_e—(;t—m)/a))2 _ eXp(_e—(z’—(m—I—aan))/a)‘

e Jest to dystrybuanta rozktadu wartosci ekstremalnych z parametrami
myz =m+aln2 ay = a, zatem Z = max(X,Y’) ma taki wlasnie rozktad.



