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Przykltady 8. R6zne rodzaje zbieznosci ciagéw zmiennych losowych.
Prawa wielkich liczb. Twierdzenia graniczne.
Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz

Przyktady : zbieznos$ci ciggéw zmiennych losowych

(a) Niech Q = [0, 1], F - borelowskie podzbiory 2, P-prawdopodobienstwo geometryczne.
Definiujemy

- N oW

o

0 1/10 173 12 1

Pokaz, ze X

n n—oo

X gdzie P(X =0) = 1.

e Przy ustalonym w € (0,1] dla n > 1 mamy X, (w) = 0 ;=20.
e Poniewaz P( plim X (w) =0) = P(0,1] =1,
X gdzie P(X =0) =

e Uwaga: Poniewaz X,,(0) = n — oo, wiec ciag ten nie jest zbiezny punktowo.

mamy X,

n—oo

(b) Rozwazmy ciang(X ) taki, ze P(X, =0)=1-_-=1-P(X,, =1).
Pokaz, ze X,, 7=2X oraz dla dowolnego r > 0 Xn 7H00X gdzie P(X =0) = 1.

e Dla dowolne%o ¢ >0 mamy P(|X,, — 0] >¢) = P(X,, =1) = = ;0.
Zatem X, —2X, gdzie P(X =0) = 1.

N n—oo

e Dla dowolnego r > 0 mamy EX] =0+ IT% = % —=0.
Zatem X,, —=2 X, gdzie P(X =0) = 1.

N n—oo

(¢) Niech © =10, 1], F-podzbiory borelowskie €2, P-prawdopodobieristwo geometryczne.

Definiujemy
0, ady 0<w< 1
Xafw) = { 0 BN
17 gdy on +1
Pokaz, ze X, THOOX gdzie X taka, ze P(X =0) = P(X = 1) = 0.5.
0, gdy x <0,
e Mamy F,(v) = P(X, <z)=q P(X,=0)=5"5, gy 0<z<]1,
1, gdy = > 1.

0, egdy =<0,
e Zatem dla kazdego x mamy F,(z) ;—2F(x), gdzie F(z) =4 0.5, gdy 0<z <1,
1, gdy z>1,
jest dystrybuanta zmiennej losoweJ X takiej, ze P(X =0)=P(X =1) =0.5.
Otrzymujemy wiec, ze X Ly

N n—oo



e Uwaga: X mozemy zdefiniowa¢ na rézne sposoby, np.

¥ 0, gdy 0<w <0.5,
11, gdy 05<w<1.

albo
¥ 1, gdy 0<w<0.5,
10, gdy 05 <w<1.

albo jeszcze inaczej.

(d) Niech P(X; = 1) = P(X; = —1) = 0.5 oraz niech X,,.; = —X,. Pokaz, ze X, nﬂooX,
gdzie X ma taki rozktad jak X, ale ciag ten nie jest zbiezny z prawdopodobienistwem 1 ani
stochastycznie.

0, gdy z< -1,
e Mamy dla kazdego = F,,(z) = F(x) =¢ 0.5, gy —1<z<1, —2F(z).
1, gdy x>1.
X gdzie X ma taki rozktad jak Xj.

e Ciag (X,) nie jest zbiezny z prawdopodobienstwem 1, bo przy ustalonym w ciag X, (w)
albo ma posta¢ (—1)" albo (—1)"*! a sa to ciagi rozbiezne.

Zatem X

N n—oo

e Ciag (X,,) nie jest tez zbiezny stochastycznie.

Dowo6d (nie wprost)

Zatozmy, ze X, @ X.

Granica X musi mie¢ rozktad taki jak Xj.

Wtedy dla € < 2 mamy

a, =P(|X,—X|>¢)=P(X,=-1,X=1)+P(X,=1,X =—1) oraz

any1 = P(| X1 — X| 2 ¢) =P X =—-1,X=1)+PX,;1=1,X=-1) =
=PX,=1,X=1)+PX,=-1,X=-1)=1—a,.

Ciag a, spelnia réwnanie rekurencyjne a, 1 = 1 — a,,. Zatem, o ile ma granice, to granice
rowna 0.5.

W konsekwencji, P(|X,, — X| > €) nie moze zbiega¢ do 0, co sprzeczne jest z zalozeniem.

(e) Niech zmienna losowa Y;, ma rozkltad Poissona P(a,) dla pewnego a,, > 0, a,, — 0o. Zdefiniujmy
X, = tn. Jaka jest granica wedtug rozktadu ciagu (X,,)?

Jan

e Mamy ¢y, (t) = e

. ) 2 )
L — . 1t 1 1t 1 1t
) it = (H\/@*z(\/@) +O<an)_1_\@) B

— —th + ° <$) — th.

2 1 n— oo 2

an

€1 a stad gx, (1) = Beltn—on)/Var — gan(e"/ V-1t a

o Stad px, (t) =2e(t) = e 2"
e Granica ¢(t) jest ciagta w 0 i jest to funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X o roz-
ktadzie normalnym A(0, 1).

e 7/ twierdzenia Lévy’ego otrzymujemy zatem, ze X, —2

N(0,1).

X, gdzie X ma rozklad normalny

n— oo
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Przyktad [8.2]: prawa wielkich liczb
Rozwazmy ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych, przy czym X,, ma rozktad normalny N (m =

a" o0 = {/n/4), gdzie a € (0,1). Pokaz, ze ciag ten spelnia SPWL i MPWL.

e EX, =a", D’X,, = \/n/2,
DX(X 4+ 4+ X, 1 (ﬁ ﬁ)

a z niezaleznosci 5 =55+t +—)
n n 2 n

e Mamy
0 < D?(S,,) n\/— 1
Sop2 S 2n2  2\/n

D?(S,
(Sh) ——0. Zatem z twierdzenia Markowa badany ciag spelnia

2 n— 00

i z twierdzenia o 3 ciagach

SPWL.

e Ponadto (skoro D?X,, = \/2%) mamy

> D?X, > 1
Z_jl Z2n2_lem<oo (p=3/2>1).

Zatem z twierdzenia Kolmogorowa badany ciag spetnia MPWL.

Przyklady : twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a

(a) Ustalmy e = 6 = 0.05. Chcemy wyznaczy¢ n, dla ktérego mamy

p(S"

— —p|>€) <. 1
| > o) (1)
e Metoda na podstawie nieréwnosci Czebyszewa prowadzi do wniosku, ze warunek (1) jest
p(1—p)
dez

Dla p =0.5, ¢ = 0.051 ¢ = 0.05 otrzymujemy n >

Rozwigzanie:

speliony, gdy n >
2

0. 053
e Na podstawie twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a, dla p = 0.5, € = 0.05, 0 = 0.05, otrzy-
mujemy, ze dla spetienia warunku (1) wystarczy, aby

= n > 2000.

2(1 — (01\/‘))+7<005 2)

Mozemy oszacowaé n, dla ktorych warunek (2) bedzie spetniony, w nastepujacy sposob:

2(1 = ®(0.1y/n)) < 0.01 <= ®(0.1y/n) > 0.995 <—
<= 0.1y/n > 2.576 (z tablic) <= n > 25.76* = 663.5776.

Dla n > 663 mamy ﬁ ~ 0.039 < 0.04.

Zatem, gdy n > 663, to 2(1 — ®(0.1y/n)) + 7 < 0.01 + 0.04 = 0.05, a w konsekwencji
zachodzi (1).
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(b) W pewnym towarzystwie ubezpieczeniowym jest ubezpieczonych 10000 samochodow. Kazdy
z wlascicieli ptaci roczng sktadke 30 zt za samochod. Srednio 6 na 1000 samochodéw ulega
uszkodzeniu w ciggu roku. Wtascicielowi uszkodzonego pojazdu towarzystwo wyptaca 2500 zt.
Na podstawie tw. Moivre’a—Laplace’a oszacuj, jakie jest prawdopodobieristwo, ze w ciagu roku
zysk przekroczy 125000 zt. Oszacuj tez btad przyblizenia.

Rozwiazanie:

e Model: schemat Bernoulliego, sukces to uszkodzenie samochodu,
p = 0.006 (6 na 1000 samochodow)
Sy, to liczba sukceséw w n probach, czyli liczba uszkodzen
ubezpieczonych samochodow,
n = 10000 = 104

e Wplata do towarzystwa ubezpieczeniowego wynosi 30 - n = 3 - 10° zt.
Wyplata to 2500 - S, zt. Zysk towarzystwa to Z = 3 -10° — 2500 - S,,.

e Zysk przekroczy 125000 zt & Z > 125000 < S, < 70.

Mamy zatem oszacowaé P(S, < 70), przy czym n = 10* jest dos¢ duze, by uzy¢ przybli-
zenia na podstawie tw. Moivre’a-Laplace’a.

e Otrzymujemy

~ 70—0.5—10%*-0.006 _ 9.5 ~ _
P(S, < 70) ~ & ( \/104.0.006.(1_0.006)> — @ (—25) ~ B(1.23) = 0.8007
z tablic standardowego rozktadu normalnego.

0.5(0.006%+(1—0.006)?2) ~ 0.0640
1/10%:0.006-(1—0.006) ’

e Blad przyblizenia nie przekracza

e Odp. Prawdopodobienistwo, ze w ciggu roku zysk przekroczy 125000 zt, wynosi
0.8907 £ 0.0640.

e Uwaga: Wynik doktadny otrzymany w Matlabie komenda binocdf (69,10000,0.006) to
0.8889

Przyktlady : centralne twierdzenie graniczne Lindeberga-Lévy’ego

(a) Pewna konstrukcja sktada sie ze 100 jednakowych elementéow. Na podstawie CTG Lindeberga—
Lévy’ego oszacuj prawdopodobienstwo, ze catkowita masa tej konstrukeji nie przekroczy 333 kg,
jesli rozktad masy elementow, z ktorych jest ztozona, ma wartosé oczekiwang 3.3 kg i odchylenie
standardowe 0.1 kg.

Rozwiazanie:
e Oznaczmy przez X mase elementunr k w kg, k = 1,2,...,100. Zaktadamy, ze X1, Xs, ..., X100

sg niezaleznymi zmiennymi losowymi. Z tresci zadania maja one jednakowy rozktad, przy

czym m = EX;, =3.3; a0 = v/D?X,, =0.1.
e Masa calej konstrukcji to S, = f: X}, dla n = 100. Mamy oszacowaé¢ P(S,, < 333).
k=1

e Poniewaz wariancja D?X}, = o2 jest skoniczona i wieksza od 0, a n = 100 wystarczajaco
duze, mozemy skorzysta¢ z CTG Lindeberga-Lévy’ego. Otrzymujemy

P(S, < 333) = P (Siopm < $55-00033) _ p (Saimpm < 3) & $(3.00) = 0.9987

na podstawie tablic standardowego rozktadu normalnego.

e Odp. Prawdopodobienstwo, ze catkowita masa tej konstrukcji nie przekroczy 333 kg, to
w przyblizeniu 0.9987.

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz



(b) Czas oczekiwania na tramwaj linii 4 jest zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym o $redniej
15 minut. Pan A codziennie w dni robocze dojezdza nim do pracy. Oszacuj na podstawie
CTG Lindeberga-Lévy’ego prawdopodobieristwo, ze pan A traci kwartalnie (czyli w ciagu 65
kolejnych dni roboczych) na czekanie na tramwaj linii 4 wiecej niz 1000 minut.

Rozwiazanie:

e Oznaczmy przez X}, czas oczekiwania na tramwaj w dniu o kolejnym numerze &k (w minu-
tach), k =1,2,...,65.
Zaktadamy, ze X1, Xs, ..., Xg5 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.
e 7 tresci zadania maja one jednakowy rozklad wyktadniczy Exp(\) o $redniej
m = EX} = 15 minut. Poniewaz dla takiego rozktadu m = EX}, = %,
a 0 = D*X), = 35 = m?, wigc mamy tu o = 15.

e (Czas stracony kwartalnie na dojazdy to S,, = i Xy dla n = 65.
k=1
Mamy oszacowaé¢ P(S, > 1000).
e Poniewaz wariancja D2X, = o2 jest skoniczona i wicksza od 0, a n = 65 wystarczajaco
duze, mozemy skorzysta¢ z CTG Lindeberga-Lévy’ego. Otrzymujemy

PS> 1000) = P (S > M) = P (550 > 13)

11— ®(53) &1 - ®(0.21) =1 - 0.5832 = 0.4168
z tablic standardowego rozktadu normalnego.

e Dla X; o rozkladzie Exp(A = 1/15) mamy E[X; — m|* = & Zo\x — 15 2/Pdy =

153(12e~! — 2).

12¢71 -3
Zatem blad przyblizenia z nieréwnosci Berry-Esseena nie przekracza ————— =~ 0.15.

2165

e Odp. Prawdopodobienistwo, ze pan A traci kwartalnie na czekanie na tramwaj linii 4
wiecej niz 1000 minut, to w przyblizeniu 0.4168 £ 0.15.

e Uwaga: Poniewaz X} ma rozktad wyktadniczy, mozna pokazaé, ze S, ma rozktad gamma
G(\, n). Stad wynik doktadny 0.4027 otrzymamy w Matlabie komenda 1-gamcdf (1000,65,15).

(c¢) Na ulicy stoi sprzedawca gazet. Zalozmy, ze kazdy z mijajacych go przechodniow kupuje gazete
z jednakowym prawdopodobienstwem. Sredni czas sprzedazy 1000 gazet jest rowny 4 godziny i
z prawdopodobienstwem 0.95 zawiera sie w przedziale od 3 do 5 godzin. Oszacuj na podstawie
CTG Lindeberga-Lévy’ego, ile maksymalnie gazet moze zamowi¢ sprzedawca, aby z prawdo-
podobienistwem 0.99 nie pozostata mu zadna po 6 godzinach?

Rozwigzanie:
e Oznaczmy przez T; czas od sprzedazy (i—1)-szej do sprzedazy i-tej gazety (w godzinach),
1=1,2,...,n.

o Zalozmy, ze Ty, Ts, . .., T, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym rozktadzie,
przy czym skonczone sg ET; = m i D*T; = o2 > 0.

e Wtedy z CTG Lindeberga—Lévy’ego S, = i
i=1
N (mn,o/n).
e 7 tresci zadania 1000m = ESigg9 = 4. Mamy zatem m = 0.004.

T; ma asymptotycznie rozkltad normalny
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e Ponadto P(3 < Sigoo < 5) = 0.95, a poniewaz
S —mn 5—4
P3<S < ~
(3 < Stooo < (a V1000 © oyn 0\/1000)

N@(ﬁ) @( 1000) m(m@)_l,

otrzymujemy
V1 V1
29 <O> -1=09 <« CI>< 0) =097 &

1000 1000
1
& @ = 1.96 (z tablic rozkladu normalnego)
1000
- \/m
o=—
196
e Szukamy takiego n, aby
P (S, <6)>0.99 (3)

e 7 CTG Lindeberga-Lévy’ego mamy

- 4 1 —0.004
(s, <) = pSozmn 6= OOOn)Nq)(96(6 000n)>_
U\/ﬁ 196 \/_ 10n
o Jezeli
196(6 — 0.004
® ( n) > 0.99; (4)
10n

to uznajemy, ze nier6wnos¢ (3) jest speliona.
e 7 tablic standardowego rozkladu normalnego odczytujemy, ze ®(2.326) = 0.99.

e Zatem nieré6wnosé (4) jest spelniona, gdy

196(6 — 0.004n)
10n

> 2.326

o & 1176 — 0.784n > 2.3261/10n < 76832n% — 237258845n + 76832 - (1500)2 > 0,
gdzie n jest liczbg naturalng mniejsza lub réwna 1500, < n < 1177.

e Odpowiedz:
Maksymalna liczba gazet, ktora z prawdopodobienistwem 0.99 uda sie sprzeda¢ w ciagu 6
godzin, to 1177.

Przyklady : twierdzenie Poissona, losowanie ze zwracaniem i bez zwracania

(a) Przy masowych przeswietleniach matoobrazkowych prawdopodobienstwo natrafienia na chore-
go na gruzlice jest 0.01. Na podstawie przyblizenia Poissona oszacuj prawdopodobienstwo, ze
wsrod 200 osob przeswietlonych bedzie nie mniej niz 3 chorych. Nastepnie oszacuj to prawdo-
podobienistwo na podstawie tw. Moivre’a—Laplace’a. Oszacuj btedy przyblizen dla obu metod
i poréwnaj wyniki.
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Rozwigzanie:

Model: schemat Bernoulliego, sukces-pacjent jest chory, p = 0.01,
S, to liczba sukceséw w n probach, czyli liczba chorych wéréd badanych osob,
n = 200.

Mamy oszacowaé¢ P(S, > 3).

n = 200 > 50, p = 0.01 < 0.1 oraz np = 2 < 10, zatem uzasadnione jest skorzystanie z
metody przyblizenia Poissona. Otrzymujemy

P(S,23)=1-P(S,=0)—P(S,=1)—P(S,=2)~1—py—p1 —p2 =
=1—-0.1353 — 0.2707 — 0.2707 = 0.3233;

gdzie py odczytane z tablic rozktadu Poissona z A = np = 200 - 0.01 = 2.

Blad przyblizenia nie przekracza np? = 0.02

n = 200 jest do$¢ duze, wiec mozemy takze uzyé¢ metody przyblizenia na podstawie
tw. Moivre’a-Laplace’a. Otrzymujemy

~1_ 3-0.5-200-0.01 _\ _ 1 _ 05 ) 1 _ —
P(S,>3)~1-0 (\/200-0.01-(10.01)) =1-¢ (x/@) ~ 11— (0.36) =

=1—0.6406 = 0.3594 z tablic standardowego rozktadu normalnego.

s 0.5(0.012+(1-0.01)%) __
Blad przyblizenia nie przekracza /0000 (00D 0.3483

Poréwnanie otrzymanych przyblizonych wartosci prawdopodobienistwa, ze wéréd 200 os6b
przeswietlonych bedzie nie mniej niz 3 chorych:

z tw. Poissona | z tw. Moivre’a-Laplace’a
0.3233 £ 0.02 0.3594 4+ 0.3483

Uwaga: Wynik doktadny otrzymany w Matlabie komenda 1-binocdf(2,200,0.01) to
0.3233

(b) Partia N = 250 sztuk towaru zawiera M = 18 sztuk wadliwych. Wylosowano bez zwracania
n = 10 sztuk. Partie odrzuca sie, gdy w probce znajduja sie co najmniej 2 sztuki wadliwe.
Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze partia zostanie przyjeta. Oszacuj to prawdopodobieristwo na
podstawie przyblizenia rozktadem Bernoulliego i przyblizenia rozktadem Poissona. Poréwnaj
wyniki.

Rozwigzanie:

X - to ilos¢ sztuk wadliwych w probce. Partia zostanie przyjeta, gdy {X) < 2}.

Ze wzoréw dokltadnych otrzymujemy

P(X4p) <2)=PXp)=0)+P(Xp =1) = (1021%;%2) + (1125)32) ~ (.8438.

Obliczenie przyblizone z rozktadu Bernoulliego:

(10 0 10 /19 1 90
P(Xpy <2~ (W) (2) (1-£) + (M) (L) 1-L) ~o0s412
Obliczenie przyblizone z rozktadu Poissona:

P(Xg <2)m e+ e =1,72¢ %™ ~ 0.8372, gdzie parametr A = 10 - 555 = 0.72

Poréwnanie otrzymanych wartosci P(X ;) < 2):

WZOry przyblizenie przyblizenie
doktadne | z rozktadu Bernoulliego | z rozktadu Poissona
0.8438 0.8412 0.8372
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