Rachunek prawdopodobienstwa MAT1332
Wydzial Matematyki, Matematyka Stosowana
Wyktadowca: dr hab. A. Jurlewicz

WYKLAD 10:| TWIERDZENIE DE MOIVRE'A-LAPLACE’A.
CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE.

SZACOWANIE JAKOSCI PRZYBLIZENIA PRAWDOPODOBIENSTWA SUK
CESU PRZEZ CZESTOSC WYSTEPOWANIA SUKCESOW W SCHEMACIE
BERNOULLIEGO:

Niech S,, to ilos¢ sukceséw w n probach Bernoulliego z prawdopodobieristwem sukcesu p.
Z PWL Bernoulliego wiemy, ze P ( L
n

mate € > 010 > 0. Checemy wyznaczy¢ n, dla jakiego pojedyncza wylosowana czestosé
wystepowania sukceséw w n probach rézni¢ sie bedzie od prawdopodobieristwa sukcesu p
nie wiecej niz o € z prawdopodobienstwem 1 —§ (bliskim 1). Inaczej mowiac, dla jakiego n
mamy

> 6) ——0 dla dowolnego ¢ > 0. Ustalmy

n—p‘>e><5? (1)

P(S
n

| WYZNACZANIE n Z NIEROWNOSCI CZEBYSZEWA: |

Sh 1— 1—
Dla X = — mamy EX = P _ p, DX = Wl 5 P) = i p)’ a zatem z nierownosci
n n

n n
Czebyszewa, dla kazdego ¢ > 0

S D2x  MEE o p) 1
P<‘—p’>e):P(|X—EX|>e)< ~ - = _ o 27’)-*.
n € € € n
Zatem warunek (1) jest spetniony, gdy
1-— 1 1-—
pl-p) L _o  _pl-p)
€2 n oe?

Jak widaé, gdy € i § sa mate, oszacowana ta metoda wartos¢ n jest bardzo duza i na ogo6t
duzo wieksza niz potrzeba.

Nieréwnos¢ Czebyszewa odkryto do$é¢ pozno. Wezedniej szacowano wartosé n
korzystajac z twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a (XVIII w.). Twierdzenie to dato
poczatek tematyce twierdzen granicznych.
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' TWIERDZENIE DE MOIVRE’A-LAPLACE’A:

Niech S,, bedzie liczba sukceséw w n probach Bernoulliego z prawdopodobienstwem suk-

cesu p. Wtedy

Sp—np S, —ES, i>y

/np(l . p) /DQSn n—oo

gdzie Y ma standardowy rozktad normalny A (0,1).

Inaczej moéwiac, dla dowolnego x € R

P(S”_"pm;) — P(Y < 1) = ®(x)
np(l —p)

1 2
e~ Zdtto dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego A/ (0, 1).

= =

Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a méwi o tym, ze liczba sukcesow w n probach Bernoul-
liego z prawdopodobienstwem sukcesu p po standardyzacji (tzn. unormowaniu do zmiennej
losowej o $redniej 0 i wariancji 1) dazy wedlug rozktadu do standardowego rozktadu nor-
malnego, gdy n — oc.

gdzie ®(x

Zatem dla duzych n liczba sukcesow w n probach Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu p ma asymptotycznie rozklad normalny N (np, /np(1 — p)). Rownowaznie, cze-

. S : -
stog¢ wystepowania sukcesow —- ma, asymptotycznie rozktad normalny A (p, p(lnp))
n

]OSZACOWANIE DOKEADNOSCI PRZYBLIZENIA W TWIERDZENIU DE MOIVRE’A—LAPLACE’A:\

C(p)

sup
z€eR

P(S”_"p<x) —d(z)| <
np(l —p)
gdzie C(p) =

Wida¢, ze doktadnosé przyblizenia ro$nie wraz ze wzrostem n.

Dla p € (0,1) funkcja C'(p) przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla p = 0.5
i roénie do oo przy p — 04 oraz przy p — 1—. Zatem jakos¢ przyblize- 1
nia dla danego n jest lepsza, gdy p jest z wnetrza przedziatu (0,1). Dla
skrajnych wartosci p, bliskich 0 lub bliskich 1, jako$¢ tego przyblizenia
mocno sie pogarsza.
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WYZNACZANIE n SPELNIAJACEGO (1) Z TWIERDZENIA DE MOIVRE’A-LAPLACE’A:

n Sp — np ne ev/n
— = €|l =P ~2(1—-—® | ———
p‘> > (‘ np(l—p)) ( ( p(l—p)))

p( 5
n np(l — p)
2C(p)

dla n dostatecznie duzych, przy czym btad przyblizenia nie przekracza SV

Zatem warunek (1) jest spetniony, gdy

3 ev/n 2C(p)
2(1 @( p(l—p)>)+ NG < 0.

’APROKSYMACJA ROZKEADU BERNOULLIEGO ROZKLADEM NORMALNYM.‘

7 twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a mozna w przyblizony sposob szybko obliczy¢ praw-
dopodobienistwa wystapienia k sukceséw w n probach Bernoulliego dla duzych n i p z
wnetrza przedziatu (0, 1), odlegtych od 01 od 1.

Niech S,, oznacza liczbe sukcesow w n probach Bernoulliego z prawdopodobienistwem

sukcesu p. Wtedy dla dowolnego £k =0,1,...,n

P(S, <k)=P(S,<k—05) ~ @ (M)

np(1 —p)
o (k + 0.5 — np)
np(l—p)

L (k—0.5—np)
np(1 —p)

Q

P(S, < k)= P(S, < k +0.5)

Q

P(S, > k) = P(S, > k — 0.5)

P(S, > k)= P(S, > k+0.5)
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z bltedem, ktory nie przekracza %.

k405 — h— 05—
P(Sn:k):P(k—0.5<Sn<k;+0.5)z<I>(M)—@(M)
np(1 — p)

z btedem, ktory nie przekracza &\/%'”.

PWL Bernoulliego (tw. Borela) to szczegélny przypadek PWL dla ciagu nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie o skoniczonej sredniej (gdy rozktad
ten jest zerojedynkowy B(1,p)). Podobnie, twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a jest szcze-
golnym przypadkiem ogolniejszego Centralnego Twierdzenia Granicznego (CTG)
Lindeberga-Lévy’ego
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\CENTRALNE TWIERDZENIE (GRANICZNE LINDEBERGA-LEVY’EGO

Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie,
przy czym 0 < D2X,, = 0% < co. Oznaczmy m = EX,, (ta warto$¢ oczekiwana istnieje na
mocy zalozenia, ze istnieje wariancja). Wowczas

S, —nm 4
=Y,

Togm
gdzie Y ma standardowy rozktad normalny A/ (0,1).
Inaczej moéwiac, dla dowolnego x € R

P(W<x> — P(Y < 1) = d(z)

1 2
e~z dt to dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego N'(0, 1).

gdzie ®(x) = /xm

OSZACOWANIE DOKEADNOSCI PRZYBLIZENIA W CTG LINDEBERGA-LEVY’EGO -
NIEROWNOSC BERRY-ESSEENA:

Niech (X,,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie,
przy czym E|X,|* < co. Ponadto niech m = EX,,, 02 = D?X,, > 0 (ta warto$¢ oczekiwana
i wariancja istnieja na mocy zalozenia o rozktadzie). Wowczas

S, — E|X; —m|?
sup |P <nm < x) —O(z)| < C’M,
z€R U\/ﬁ o \/ﬁ
dla pewnej statej C, ktora spetia nieréwnosé —Lzﬂ < C <0.5.

1. Jezeli zmienne losowe X, maja niezerowa skonczona wariancje, to do szacowa-
nia szybkosci zbieznosci w PWL Kolmogorowa mozna stosowa¢ metody analogicz-
ne do tych dotyczacych PWL Bernoulliego, opartych na twierdzeniu de Moivre’a-
Laplace’a.

2. Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a, CTG Lindeberga-Lévy’ego to przyktady central-
nych twierdzen granicznych. CTG dla zmiennych o réznych rozktadach to np. twier-
dzenie Lindeberga-Fellera, twierdzenie Lapunowa.

3. CTG Lindeberga-Lévy’ego to wynikanie:
istnieje niezerowa wariancja = zbiezno$¢ unormowanych sum do standardowego
rozktadu normalnego.

| INTERPRETACJA CTG LINDEBERGA-LEVY’EGO: |

Jezeli wielkos¢ fizyczna jest opisana zmienna losowa i jest wynikiem sumowania wielu
niezaleznych jednakowych statystycznie efektoéw, przy czym rozktad efektu ma skoriczong
wariancje, to wielkos¢ ta ma asymptotycznie rozktad normalny.
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