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WYKEAD 11:] INNE TWIERDZENIA GRANICZNE. ZWIAZKI
ASYMPTOTYCZNE MIEDZY ROZKLADAMI.

' TWIERDZENIE POISSONA |

Niech S,, oznacza liczbe sukcesow w n probach Bernoulliego z prawdopodobienistwem
sukcesu p,,. Jezeli p, ——20 tak, ze np, —2A >0, to
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]WNIOSEK: APROKSYMACJA ROZKLADU BERNOULLIEGO ROZKLADEM POISSONA.\

Niech S,, oznacza liczbe sukcesow w n probach Bernoulliego z prawdopodobienistwem
sukcesu p, a

Y - zmienng losowa o rozktadzie Poissona P(\) z A = np.

Wtedy dla dowolnego zbioru borelowskiego B

)\2
|P(S, € B)— P(Y € B)| < = np?.

Inaczej mowiac,
P(S, € B)~ P(Y € B)

)\2

z bledem, ktory nie przekracza 2~ = np?.

W szczegolnosci, dla dowolnego ustalonego k£ € N
A

P(S,=k)= <Z>pk(1 —p)"F & EG_ = P(Y =k).

(W praktyce przyblizenie powyzsze stosuje sie, gdy np? jest male,
przy czym n > 50, p < 0.1, np < 10.)
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’LOSOWANIE BEZ ZWRACANIA T LOSOWANIE ZE ZWRACANIEM:
Zaltozmy, ze mamy zbior N elementéw, z ktorych M posiada pewna ceche, a pozostate
nie. Losujemy z tego zbioru n elementéw. Mozemy zrobié¢ to na dwa sposoby:

(a) ze zwracaniem
albo
(b) bez zwracania.

Oznaczmy przez X ilo$¢ elementéw posiadajacych badang ceche wsréd n wylosowanych.
Jaki jest rozktad zmiennej losowej X dla obu sposob6ow losowania?

(a) W przypadku losowania ze zwracaniem X, to ilos¢ sukceséw w n probach

M
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu rownym p = N (gdzie sukces jest

wtedy, gdy wylosowany element posiada wyrdzniona ceche).

M
Zatem X(,) ma rozklad Bernoulliego B (n,p = N)’ czyli
n M k M n—k
P( X =k)= — 1— —
(X = F) @)(N) ( N)

M M M
Ponadto, EX(a) = nﬁ, DQX(G) = TLW (1 — N)

dlak=0,1,...,n

(b) W przypadku losowania bez zwracania musi by¢ n < N i mamy

()0 F)
k n—=~k
n
dla k=0,1,...,n takich,ze k< Min—k< N — M.
Zatem X ;) ma tzw. rozklad hipergeometryczny z parametrami N, M, n.

M M M\ (N —n
Ponadto, EX ) = SN D*X) = "N (1 - N) (N _ 1)'
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gdzie X ma rozklad Bernoulliego B(n,p).

czyli
X(b),N,M,n l>X7

M
(Zauwazmy, ze X ma prawie taki sam rozklad jak X4, tylko, ze p = lim ~ zamiast ﬁ)
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(w liczniku w pierwszym iloczynie jest k czynnikow, w drugim n — k;

w mianowniku w iloczynie jest n czynnikow)
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WNIOSEK (WAZNY DLA TEORII STATYSTYCZNEJ KONTROLI JAKOSCI):

Przy losowaniu probki o stosunkowo matej licznosci n ze zbioru o wielkiej liczebnosci N
praktycznie jest bez znaczenia, czy losowanie odbywa sie ze zwracaniem czy bez, jesli
zagwarantowany jest wybor nieumyslny, przypadkowy. Woéwczas bowiem

k) = (Z)p’“(l —p)"

: ) N
dla p = N Aby aproksymacja byla sensowna wystarczy, ze n < 0
‘PRZYBLIZENIE ROZKLADU HIPERGEOMETRYCZNEGO ROZKEADEM POISSONA: ‘

Ze wzgledu na twierdzenie Poissona rozktad hipergeometryczny mozna przyblizaé¢ takze
rozktadem Poissona.

M
Mianowicie, gdy N — oo, M — oo tak,ze N — 0, oraz n — oo tak,ze n— — A > 0, to

NG

<N> — He*A =P(Y =k),

P(X),NMn

n

gdzie Y ma rozktad Poissona P(\).

Inaczej moéwigc, przy losowaniu bez zwracania dla dostatecznie duzych n i malej proporcji
M do N

)\k Y

P<X(b),N,M7n = k}) ~ ge s

M
dzie A =n—.
gdzie n
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