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| WARUNKOWA WARTOSC OCZEKIWANA. |

DEFINICJA:

Niech (€2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Warunkowa wartoscia oczeki-
wang (w.w.o.) zmiennej losowej X wzgledem o-ciala G C F nazywamy zmienng losowa
E(X|G), ktora jest G-mierzalna oraz spelnia warunek

G/E(X\g) dP = G[XdP VG e g.

| TWIERDZENIE: | Jezeli E| X| < 0o, to warunkowa wartosé oczekiwana E(X|G) jest dobrze
okreslona z tw. Radona-Nikodyma.

| WEASNOSCI WARUNKOWEJ WARTOSCI OCZEKIWANEJ: |

Przy zalozeniu, ze E|X| < oo
(a) E(E(X]G)) = EX;
(b) jezeli X > 0 p.n., to E(X|G) > 0 p.n.;
(¢) E(aX+bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G) p-n., gdzie a,b sa dowolnymi stalymi.
(d) jezeli X jest G-mierzalna, to E(X|G) = X p.n.;
(e) jezeli X jest niezalezna od G, to E(X|G) = EX p.n.
(f) dla G, € G C F mamy E(E(X|G1)|G) = E(E(X[G)[G1) = E(X|G1) pn
(g) EIE(X|G)] < EIX];
(h) jezeli X, &5 X, to E(X,|G) & E(X|G).

(i) jezeli X,, — X pn., |X,| <Y dla pewnej Y € L(P),
to E(X,|G) — E(X|G) pn.;

(j) jezeli X,, > 0 tworza ciag niemalejacy, X,, — X p.n. dla X € L(P),
to E(X,|G) — E(X|G) p.n.

(k) jezeli X jest G-mierzalna, E|XY| < oo, to E(XY|G) = XE(Y|G) p.n,;

(1) jezeli X jest G-mierzalna, g(z,y) jest funkcja borelowska, Elg(X,Y)] < oo,
to E(9(X,Y)|G) = E(g9(#,Y)|G)|s=x p-n.
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Niech Y bedzie zmienna losowa, 0(Y) = o{Y "1 (B), B € B}, gdzie By to o-cialo zbiorow
borelowskich. Wowczas E(X|o(Y)) oznaczamy krotko E(X|Y).

FAKT: Istnieje funkcja borelowska m, taka ze E(X|Y) = m(Y) p.n.;

Czesto podajemy warunkowa warto$¢ oczekiwana tylko poprzez wzor na funkcje m(y),
przy czym zapis ma postac:
E(X]Y =y) =m(y).

Funkcja m(y) zwana jest funkcja regresji I rodzaju.

Jezeli D2V < oo, D2X < o0, to minB(X — FOYN2=E(X —m(Y))?
( dla f - funkcji borelowskich).

'ROZKLADY WARUNKOWE. |

: Niech B bedzie zbiorem borelowskim, a X pewna zmienna losowa. Definiu-
jemy nowsg zmienng losowa Z = Ijxepy.

Rozkladem warunkowym zmiennej losowej X wzgledem o-ciatla G nazywamy
P(X € B|G) .= E(Z|G) = E(I;xepy|G), jako funkcje borelowskiego zbioru B.

e Zauwazmy, ze E|Z| = EZ = P(X € B) < oo dla dowolnego B, zatem warunkowa
wartos$¢ oczekiwana E(Z|G) (czyli rozktad warunkowy Y wzgledem G) jest dobrze
zdefiniowana.

e Dla G = o(Y), gdzie Y jest pewna zmienna losowa, P(X € B|G) = P(X € B|Y)
nazywamy rozktadem warunkowym zmiennej losowej X pod warunkiem Y.

e Przy ustalonym y (takim, ktory jest wartoscia istotnie przyjmowana przez Y') roz-
ktad warunkowy P(X € B|Y = y) jako funkcja zbioru borelowskiego B jest pewnym
rozkltadem prawdopodobienstwa. Rozktad ten ma dystrybuante

F(zly) = P(X <z[Y =y)
(zwana dystrybuanta warunkowa).

Rozktad warunkowy X pod warunkiem Y mozemy zatem opisa¢ podajac rodzine
dystrybuant warunkowych F(z|y) po wszystkich wartosciach y istotnie przyj-
mowanych przez Y.

e Dla dowolnej funkcji borelowskiej h takiej, ze E|h(X)| < oo mamy
E(h(X)[Y =) = [ hlz) F(daly).
R

W szcezegolnosei, warunkowa wartosé oczekiwana E(X|Y = y) przy ustalonym y to
zwykla warto$¢ oczekiwana rozkladu warunkowego P(X € B|Y = y).
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e Jezeli wektor losowy (X,Y) ma rozklad dyskretny zadany ciagiem
{(Zn, Y, puk),n € T1, k € Ty}, to rozktad warunkowy X pod warunkiem Y = y, tez
jest dyskretny i opisa¢ mozemy go takze podajac rodzine ciggéw

(52 ). mem)

po wszystkich tych wartosciach yg, dla ktorych py, = P(Y = yx) > 0, czyli po
wartodciach istotnie przyjmowanych przez Y.

(Zauwazmy, ze Pk _ P(X = z,|Y = yi) to zwykte prawdopodobieristwo
Dk

warunkowe. )

e Jezeli wektor losowy (X,Y) ma rozklad ciggly o gestosci fxy(z,vy),
to rozktad warunkowy X pod warunkiem Y = y tez jest ciagly o gestosci

fX Y(xa y)
flaly) = ===
(=) fr(y)
dla wszystkich takich y, dla ktorych fy(y) = Ofo fxy(xz,y)dz > 0, czyli po warto-
Sciach istotnie przyjmowanych przez Y.

Rozktad warunkowy opisujemy zatem wtedy takze podajac rodzine gestosci wa-
runkowych f(z|y) po wszystkich wartosciach y, dla ktorych fy(y) > 0.

. \WZOR NA PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE \:

P(X € B) = 7 P(X € BY = y)dFy(y).

gdzie Fy to dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej Y.

e Jedli znamy rozktad zmiennej losowej Y i rozktad warunkowy X pod warunkiem Y,
to znamy tez rozktad taczny wektora losowego (X,Y):

Y

Fy(a,y) = [ Flaly)dF (). 1)

— 00

Dla rozktadu dyskretnego p,x = P(X = z,|Y = yx)ps;
dla rozkladu ciagtego fxy(z,y) = f(z|y)fy(y).

e Jezeli X 1Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, to P(X € B|Y) = P(X € B)
z prawd. 1, tzn. wtedy rozklad warunkowy jest taki sam jak rozktad zmiennej loso-
wej X. Wtedy wzor (1) sprowadza sie do znanego wzoru Fx y(z,y) = Fx(z)Fy (y).

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz



'SUMA LOSOWA.

Niech X;, Xs,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie. Niech N bedzie indeksem losowym (tzn. zmienna losowa dyskretna przyjmujaca
tylko wartosci naturalne 1,2, ...) niezalezna od ciagu { X,k =1,2,...}.

Suma losowa nazywamy zmienng losowa

S=) Xp=X1+Xo+...+ Xy

(N to losowa ilog¢ sktadnikéw w sumie.)

e Zalozmy, ze istnieja skonczone wartosci oczekiwane EX; i EN. Korzystajac z tech-
niki warunkowej wartosci oczekiwanej obliczymy wartos¢ oczekiwana ES:

)

ES = E(E(S|N)) = E (E (kﬁl Xk‘N>> —E <E <kil Xk‘N>

:E(E(fj Xk) :E<(nEX1) =E(N - -EX;) =EN-EXj;.
k=1 n=N n=N
OtrzymaliSmy zatem, ze

ES =EN - EX;.

e Zaldzmy teraz, ze D2X; < oo i D2N < co. Obliczymy wariancje D2S:

ES? = E(E(S?|N)) = E (E ((ﬁl Xk>2 ‘N)) —E <E ((kil Xk>2 ]N)

)

n 2 n n n
:E<E<2Xk> ):E El S X2+ 5 5 XX, -
k=1 neN k=1 k=1j=1 n=N
jk

—E ((nEXf +n(n—1)(EX))?) — E(N-EX2+ N(N —1)(EX;)?) =
_EN- (EX? — (EX))?) + EN? - (EX1)2 = EN - D2X, + EN? - (EX))2.

N——

Zatem
D?S =EN -D2X; + EN?. (EX1)2 — (EN - EX1)2 =
=EN - -D2X; + (EN2 — (EN)z) . (EX1)2 =EN -D2X, + D?N - (EXl)Q.

Otrzymalismy zatem, ze
D?S = EN - D*X; + DN - (EX;)*.

e Mozemy tez okresli¢ rozktad S za pomoca funkcji charakterystycznej @g(t).

Niech px(t) oznacza funkcje charakterystyczna zmiennych losowych X,
a gn(z) - funkcje tworzaca losowego indeksu N. Wtedy

es(t) = gn(px(t))

Opracowanie: dr hab. Agnieszka Jurlewicz



| UZASADNIENIE: |

ps(t) = Ee™ = E(E(¢"¥|N)) =E <E (eXp (z’t él Xk) ’ N ’nN> —

—E <E exp (zt ) Xk> n:N> =" (goxﬁu_w (t) n:N> =E <(s0x(t))"
= E (ox(1)" = gn(px(1)

)

'MIESZANINA ROZKELADOW. |

DEFINICJA:

Niech N bedzie zmienng losowa dyskretna przyjmujaca wartosci naturalne (indeksem

losowym), przy czym p, = P(N =n) dlan=1,2,...,ng, XO: Pn = 1.

n=1
Yy, Ys, ..., Y, to ciag zmiennych losowych niezaleznych od N, o dystrybuantach odpo-
wiednio F, Fy, ..., F,,.

Rozklad zmiennej losowej Z = Yy nazywamy mieszaning rozkladow Fy, Fy, .. .
F,, PIZy czym py, pa, ..., pn, to Udzialy tych rozkladéw w mieszaninie.

Mamy P(Z =Y,) = =n) = p, oraz

P(N
Fylz)=P(Z<z)=3 P(Z<2N=n)= % P(Y, <2, N =n) =
n=1 n=1

=|z niezaleznosci N 1Y,| = Z P(Y, < z)P(N =n) = Z Pk (z), czyli
FZ(’Z) = p1F1(2> +.. +pnan0(’Z)'
1o
Natomiast EZ = E(E(Z|N)) = E((EY,,)|n=n) = > p,EY,, czyli
n=1

EZ = p.EY) + ... + po,EY,,.

'ROZKEAD MIESZANY |

‘TWIERDZENIE: ‘ Kazdy rozktad prawdopodobieristwa jest mieszanina rozktadu dyskret-
nego, rozkladu cigglego i rozktadu osobliwego, tzn. dowolng dystrybuante F'(x) mozna w
jednoznaczny sposob przedstawié¢ jako

F(x) = paFu(z) + peFe(x) + poFy(x)

dla pewnych statych pg, pe, po = 0 takich, ze p; + p. + p, = 1, oraz pewnych dystrybuant
Fy, F., F, odpowiednio rozktadu dyskretnego, ciagtego, osobliwego.

Rozklad mieszany to taki, dla ktérego przynajmniej dwie sposrod
liczb pg, pe, po sa wicksze od 0.
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