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WYKLAD 13:| ROZKLADY STABILNE.

| ZAGADNIENIE OGOLNE: |

— Gy d . :
= " —Y, gdzie Y ma pewien

n—oo

Kiedy istnieja takie ciagi statych a, € R, b, > 0, ze

wlasciwy (tzn. nie jednopunktowy) rozklad? I jaki jest ten rozklad?

Zagadnieniem tym zajmuje si¢ teoria rozkladéw stabilnych (lata 20-te, 30-te XX w.,
P. Lévy, A.J. Chinczyn)

DEFINICJA ROZKEADOW STABILNYCH ZA POMOCA FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNEJ:

Rozklady stabilne to rozktady o funkcji charakterystycznej postaci:

Pagme(t) = explimt — |ct|*(1 —ifl(t))},

gdzie
sgn(t)tg <7r2a) dla o #1,
[(t) =

2
—sgn(t);ln|t| dla a=1.

oraz 0 <a <2, 0| <1l,meR, c>0

1 dla t >0,
przy czym sgn(t) = 0 dla t=0,
—1 dla t<0.

Rozklad stabilny o funkcji charakterystycznej ¢q g.m..(t) oznacza¢ bedziemy S(«, 3, m, c).

| PODSTAWOWA CECHA ROZKLADOW STABILNYCH: |

Jezeli zmienne losowe Y] 1 Y, sa niezalezne i maja taki sam rozktad stabilny S(«, 3, m, ¢)
jak zmienna losowa Y, to dla dowolnych statych A, Ay > 0

MYi+ AYs LAY 46
dla pewnych statych A > 0, § (zaleznych od A1 i As).

Rozklady stabilne to jedyne rozklady o tej wlasnosci.
Ponadto, stala A ma posta¢ A = (A& + A\§)V/e.
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PARAMETRY ROZKLADU STABILNEGO S(a, 3, m, c):

e Parametr ksztaltu o, zwany indeksem stabilnosci:
0<a<?,
a = 2 odpowiada rozktadowi normalnemu N (m, c\/§)

e Parametr skosnosci 3:
Bl<1
Dla 3 = 0 rozktad jest symetryczny,
dla B > 0 rozklad jest skupiony bardziej na potprostej dodatniej,
dla 8 < 0 rozktad jest skupiony bardziej na potprostej ujemne;j

W przypadku rozktadu normalnego o = 2 i wtedy przy (5 we wzorze na funkcje
charakterystyczna mamy [(t) = 0, a zatem funkcja ta zalezy istotnie tylko od m i ¢;
parametr J przestaje odgrywac role i pomijamy go.

e Parametr przesuniecia m € R

e Parametr skali ¢ > 0:
(nazwa nie jest w pelni uzasadniona, gdy a = 1, # # 0, jak pokazuje ponizszy fakt)

Niech Y ma rozktad stabilny S(«, 3,0, 1). Wtedy dla dowolnych statych b € R, ¢ > 0
b dla a# 1,

b— 2—clnc dla a=1.

zmienna losowa cY +b ma rozktad stabilny S(«, 5, m,c) zm = {
T

ROZKEADY STABILNE JAKO JEDYNE MOZLIWE WEASCIWE ROZKEADY
GRANICZNE UNORMOWANYCH SUM NIEZALEZNYCH ZMIENNYCH LOSO-
WYCH O JEDNAKOWYM ROZKLADZIE:

| TWIERDZENIE: |

Dla ciggu X, X, ... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie istnieja
ciggi statych a,, € R, b, > 0 oraz zmienna losowa Y o rozktadzie wtasciwym takie, ze

Sn, — G, d

(gdzie S, = X7 4+ ...+ X,,) wtedy i tylko wtedy, gdy Y ma pewien rozktad stabilny, a
rozktad zmiennych losowych X; nalezy do obszaru przyciggania tego rozkladu sta-
bilnego.
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GESTOSCI ROZKEADOW STABILNYCH:

Wszystkie rozklady stabilne sg rozkladami cigglymi.

Jednak tylko dla trzech par parametrow «, 3 gestos¢ rozktadu stabilnego mozna wyrazié
za pomoca funkcji elementarnych (podajemy te gestosci dla m = 0 i pewnego ustalonego
¢, za$ wzory dla dowolnych m i ¢ > 0 mozemy otrzymac z Faktu ze str. 2):

e rozkltad normalny N (0, 1):

«a = 2, [ nieistotne, m =0, ¢ =

1 g2
r)=-——€e 2.
f@) =
e rozklad Cauchy’ego C(0,1)
a=1,6=0m=0,c=1
1 1
e rozklad Lévy’ego
1
a=—=,0=1,m=0,c=1
2
1 3 1
—x 2¢ 22 dla z >0,
fa) =1 Vor
0 dla =z < 0.

WEASNOSC ,,CIEZKICH” OGONOW, MOMENTY ROZKEADOW STABILNYCH

Rozktady stabilne z oo < 2 (czyli inne niz rozktad normalny) maja tzw. ,,ciezkie” (in. ,,gru-
be”) ogony, tzn. dla Y o rozkladzie stabilnym S(«, 3,m,¢) z a < 2 zachodzi przynaj-

mniej jedna z wlasnosci:
PY >zx)~a @
PY < —x) ~ ™.

przy x — oo.
Z wtasnosci ciezkich ogonow wynika, ze dla Y o rozkltadzie stabilnym S(«, 5,m,¢) z a < 2

mamy
EYP <00 <= p<a.

W szezegolnosci, wtedy D?Y = oo, a EY istnieje tylko dla o > 1.

W przypadku a = 2, czyli gdy Y ma rozktad normalny, E|Y |P istnieje dla dowolnego p > 0.
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’SYMETRYCZNE ROZKLADY STABILNE

Symetryczne rozktady stabilne (tzn. o gestosci symetrycznej wzgledem osi Oy) otrzymuje-
my dla § =0, m = 0, parametry ¢ > 0, 0 < a < 2 - dowolne. Funkcja charakterystyczna
takiego rozktadu ma wtedy prostsza postac

o(t)=e "t eR.

‘CALKOWICIE ASYMETRYCZNE ROZKLEADY STABILNE

Rozktad stabilny jest calkowicie asymetryczny (tzn. o gestosci rownej 0 na pewnej pot-
prostej) jedynie dla [B] =1, 0 < a <1 (m i ¢ - dowolne).

W szczegolnosei, dla § = 1, 0 < @ < 1, m = 0 i dowolnego ¢ > 0 zmienna loso-
wa Z o rozktadzie stabilnym S(a, 1,0, ¢) jest nieujemna z prawdopodobienstwem 1 (tzn.
P(Z >0)=1).

Do opisu takiego rozktadu stabilnego wygodniej jest uzywac transformaty Laplace’a, ktora

ma wtedy postaé
w(t) — ef(ct)"‘/cos(ﬂ’a/Z), t>0.

Zmienne o takim rozktadzie stabilnym moga stuzy¢ do przeksztatcanie jednej zmiennej

stabilnej w druga, nazywane sa wtedy stabilnymi subordynatorami:

Niech Z bedzie zmienng losowa o rozktadzie S(v, 1,0, 1) dla pewnego 0 < v < 1.
Dla zmiennej losowej Y o rozktadzie S(a, 3,0,1) z 0 < oo < 2, a # 1, | 5] < 1, niezaleznej
od Z, mamy

Zl/aY é Clyla gdy ary 7é 17
c1Yr +my, gdy ay=1,

gdzie Y7 ma rozktad stabilny S(avy, 51,0, 1), gdy ay # 1,arozkltad S(1,0,0, 1), gdy ary = 1;
natomiast parametry sg postaci

o = (cos(y0)] cos (1/2)) (14 8 tg? (ra/2)) 7,

B = tg(vO)/tg(yra/2),
m = (sin(70)/ cos (77/2)) (1+ 8t (r/(24)))"".
gdzie
© = arctg (Btg (ra/2)).

Podobnie, dla zmiennej losowej Y o rozkladzie normalnym N(0,1), niezaleznej od Z,
mamy
ZPY £ epVi,

gdzie Y7 ma rozklad stabilny §(27,0,0,1), a
ey =271/ (COS(7T’}//2))71/(2’Y)
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OBSZARY PRZYCIAGANIA ROZKLADOW STABILNYCH

DEFINICJA:

Moéwimy, ze rozklad R nalezy do obszaru przyciaggania pewnego rozkladu sta-
bilnego S(a, 3,m,c), jezeli dla ciagu X;, Xs,... niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozktadzie R istnieja ciagi statych a, € R, b, > 0, takie ze

X1+—|—Xn_a/n L)Y7

bn n—00

gdzie Y ma rozktad S(a, 8, m, ).

Mowimy, ze rozktad R nalezy do normalnego obszaru przyciagania pewnego rozktadu
stabilnego S(a, 8, m, ¢), jezeli powyzszy warunek zachodzi dla b, oc n'/®.

TWIERDZENIE (WARUNKI KONIECZNE I WYSTARCZAJACE DO PRZYNALEZNOSCI DO
OBSZARU PRZYCIAGANIA ROZKLADU STABILNEGO):

Rozklad R o dystrybuancie F(z) nalezy do obszaru przyciagania rozktadu stabilnego
S(a, B,m, ) z indeksem stabilnosci o < 2 wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego y > 0

lim F(—xy)+1— F(xy)
=00 [(—x)+1— F(x)

—

=Yy

przy czym istnieja granice

, 1— F(x) . F(—x)

lim oraz lim .
=00 F(—z) 4+ 1 — F(x) v—o0 ['(—z) 4+ 1 — F(x)
Warunki te oznaczaja, ze rozktad R ma asymptotycznie takie same ogony jak graniczny
rozktad stabilny.

Rozklad R o dystrybuancie F'(z) nalezy do obszaru przyciagania rozktadu normalnego
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego y > 0

[ t2dF(t)
i Utl<av} _
z—oo [ {2dF(t)

{ltl<z}

Gdy wariancja rozktadu R jest skonczona i wicksza od 0, warunek powyzszy jest spelniony.
Nie sa to jednak warunki réwnowazne.

Jak widaé, zeby stwierdzi¢, ze rozktad nalezy do obszaru przyciagania pewnego rozktadu
stabilnego, nie jest potrzebna szczegdtowa wiedza o badanym rozktadzie, wystarczy znaé
asymptotyczne zachowanie sie dystrybuanty w +o00 (dla o < 2) lub wlasnosé catkowa (dla
rozkladu normalnego).
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TWIERDZENIE (WARUNKI KONIECZNE I WYSTARCZAJACE DO PRZYNA-
LEZNOSCI DO NORMALNEGO OBSZARU PRZYCIAGANIA ROZKLADU STA-
BILNEGO):

Rozklad R o dystrybuancie F'(x) nalezy do normalnego obszaru przyciagania rozktadu
stabilnego S(«, 3, m, ¢) z indeksem stabilnosci a < 2 wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego
co >0

F(—z)+1— F(x)

lim =1
T—00 (:B/CO>*04
oraz
_ 1—F(x) 1+
lim =
z—o0 F(—x) 4+ 1 — F(x) 2
Wowcezas dla ciagu X;, Xs, ... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie R mamy
bn
gdzie Y ma rozklad S(a, 3,0,1), dla
0, gdy a <1,
a, =< nEX;, gdy 1 <a<?2,

n?(m/2)coEsin(2X;/(mweon)), gdy a =1,

oraz

I'(2 — «) cos(ma /2 1/a
(=m0 1,

(m/2)con, gdy a=1.

Rozktad zmiennej losowej X; nalezy do normalnego obszaru przyciggania rozktadu nor-
malnego, wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < D2X,; = 02 < co.

Xi+...+X,—a, )
Wowezas — tee a4 i>Y, gdzie Y ma rozktad N(0,1), dla a, = nEX; oraz

b n—o0

b, = oy/n (jak w sixe Lindeberga-Lévy’ego).
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]PRZYPADEK, GDY X; JEST NIEUJEMNA ZMIENNA LOSOWA:

Gdy F'(0) = 0, warunki nalezenia do normalnego obszaru przyciagania rozktadu stabilnego
jeszcze sie upraszczaja:

pierwszy z nich przyjmuje postaé

lim LF@ =1 (1)
7= (1 /co) =

a drugi warunek jest zawsze spelniony z 3 = 1 (co oznacza, ze rozktad nieujemnej zmien-
nej losowej moze naleze¢ do obszaru przyciagania jedynie takiego rozktadu stabilnego, dla
ktorego 3 = 1).

Rozktady ciagle spelniajace warunek (1) z pewnym « > 0, lub roéwnowaznie o gestosci
f(z) ~ 270+ dla duzych z, nazywane sa rozkladami typu Pareto i pojawiaja sie
czesto w fizyce, ekonomii, biologii.

PRZYKEADY ROZKEADOW Z F(0) = 0 NALEZACYCH DO NORMALNEGO OBSZARU
PRZYCIAGANIA ROZKLADU STABILNEGO Z [f =1

(rozklady typu Pareto z 0 < a < 2):

e rozklad Pareto z parametrami a > 0, A > 0, 0ile 0 < a < 2.

0, gdy z <0,
. _ 1
Jest to rozklad o dystrybuancie F'(x) -~ ody z>0.
(1+ Ax)~
e rozklad Burra z parametrami o >0, 7 >0, A >0, 0ile 0 < at < 2.
0, gdy =<0,
. _ 1
Jest to rozklad o dystrybuancie F(z) -~ ody 2 >0,

(14 (Az)7)>’
e rozklad max-stabilny II typu z parametrami o > 0, A > 0, 0ile 0 < o < 2.
0, gdy =<0,

Jest to rozklad o dystrybuancie F(z) = A2)™ ody 2> 0

67(
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