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WYKEAD 1:| PRZESTRZEN PROBABILISTYCZNA. PRAWDO-
PODOBIENSTWO KLASYCZNE. PRAWDOPODOBIENSTWO GEO-
METRYCZNE.

DEFINICJA.

Przestrzenia probabilistyczng nazywamy trojke (2, F, P), gdzie

(a) ©Q to pewien niepusty zbior;
(b) F to pewna rodzina podzbioréw zbioru 2 o wlasnosciach

e ) e F,
o jezeli A€ F to A*=Q\ AeF,

o jezeli A1, Ay, ... € F, to oLj A, € F,;
n=1

(c) P to funkcja, P: F — |0, 1], o wlasnosciach:

e P(Q2) =1 (unormowanie),
e dla Ay, As,... € F, parami roztacznych (tzn. A;NA; =0 dlai # j)
P ( OLj An> = § P(A,) (przeliczalna addytywnos¢).
n=1 n=1

() zwany jest zbiorem zdarzen elementarnych lub przestrzenia stanéw,
F to o-cialo zdarzen losowych, a funkcja P zwana jest prawdopodobieristwem.

'ZBIOR ZDARZEN ELEMENTARNYCH ():|

Elementy zbioru () nazywamy zdarzeniami elementarnymi i oznaczamy zwykle przez w.
Mozna je interpretowaé jako mozliwe wyniki pewnego doswiadczenia. Stad nazwa ,prze-
strzen stanow” dla €.

'RODZINA ZDARZEN LOSOWYCH F:]

Operacje i dziatania na zdarzeniach losowych to operacje i dziatania na zbiorach. Jezeli
dla A, B € F zachodzi ANB = (), to méwimy, ze zdarzenia A, B wykluczaja sie. Dopel-
nienie zbioru A € F nazywamy zdarzeniem przeciwnym do A. Zawsze ) € F, Q € F.
() nazywamy zdarzeniem niemozliwym, a () zdarzeniem pewnym.
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WZLASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA WYNIKAJACE Z DEFINICJI:

1. 0< P(A) < 1dla kazdego A € F

2. P0)=0,P(2)=1

3. Dla dowolnego n € N i dowolnych parami roztacznych zdarzen losowych Ay, Ao, ..., A,
zachodzi P <z91 Ai> = i}: P(A;)

4. P(A°)=1—- P(A)

5. Jesli A C B, to P(A) < P(B)

6. Jesli Ay, Ao, ... to nierosnacy ciag zdarzen losowych , tzn. A, ;1 C A,, dla kazdego n,
to

n=1

7. Jesli Ay, As, ... to niemalejacy ciag zdarzen losowych | tzn. A,, C A, dla kazdego n,
to

P (U An> = Jim P(A,)
n=1

8. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) i stad P(AU B) < P(A) + P(B)

9. Dla dowolnego ciagu zdarzen losowych Aq, A, ... zachodzi P ( U An> < %o: P(A,)
n=1 n=

’PRZYKLADY PRZESTRZENI PROBABILISTYCZNYCH:‘

e Trywialna przestrzeni probabilistyczna: Q # () - dowolny, F = {0,Q}, P() = 0,
P(Q)=1.

e Skoriczona przestrzen stanow: Q = {wy,...,w,} - zbior skonczony,
F = 2% - rodzina wszystkich podzbioréw zbioru 2,
kazde prawdopodobieristwo P mozna wtedy skonstruowaé¢ w nastepujacy sposob:

1. wybieramy liczby pi, po,...,p, spetniajace warunki p; > 0 dla kazdego i =
1,2,...,noraz > p; =1,
i=1

2. definiujemy P({w;}) :=p; dlai=1,2,... n.

7 wtasnosci prawdopodobienstwa mamy wtedy dla dowolnego A € F

P(A): Z Di,

{Z : wieA}

np. dla A = {ws,ws} mamy P(A) = P({wz}) + P({ws}) = pa + ps-
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Przypadek szczegolny - prawdopodobienistwo klasyczne:
p1=p2=...=pp=1/n. Wtedy

_#4
=75

gdzie # A oznacza licznosé zbioru A. Innymi stowy, P(A) to czestosé wystepowania
zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A w zbiorze ) wszystkich zdarzen
elementarnych. Do okreslania licznosci zbioréw stosujemy kombinatoryke.
Podstawowe wzory kombinatoryczne:

{41,149, ...,k } - nieuporzadkowana k-tka elementow zbioru n-elementowego (kombi-
nacja).

[loé¢ nieuporzadkowanych k-tek bez powtoérzen wynosi

n n!
= k=01, n
<k> Hin—g O been

[los¢ nieuporzadkowanych k-tek z powtdérzeniami wynosi

n+k—1
k=0,1,...
( k )7 077

(11,19, . ..,1) - uporzadkowana k-tka elementow zbioru n-elementowego (wariacja).
[loé¢ uporzadkowanych k-tek bez powtdrzen wynosi

P(A)

n!

—, k=0,1,...,n.
(n—k)" 077 y TV

(Uporzadkowana n-ka bez powtorzen zwana jest permutacja, ilo§¢ permutacji wynosi
nl.)
[loé¢ uporzadkowanych k-tek z powtdérzeniami wynosi

n*, k=0,1,...
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e Przeliczalna przestrzen stanow: 0 = {w;,ws,...} - zbiér nieskonczony, przeli-
czalny,
F = 2% - rodzina wszystkich podzbioréw zbioru 2,
kazde prawdopodobieristwo P mozna wtedy skonstruowaé¢ w nastepujacy sposob:

1. wybieramy ciag liczbowy p1,ps, ... spelniajacy warunki p; > 0 dla kazdego
1=1,2,...,oraz  p; =1,

1=1

2. definiujemy P({w;}) :=p; dlai=1,2,....

7 wtasnosci prawdopodobienstwa mamy wtedy dla dowolnego A € F

P(A): Z Di,

{Z : wieA}

18

np. dla A = {ws,ws, ...} mamy P(A) = 3 P({ws}) = ;jlpgk.

k=1

e Nieprzeliczalna przestrzen stanow: €2 - zbiér nieskonczony, nieprzeliczalny,
F C 2%, na ogot nie sa to wszystkie podzbiory zbioru €,
nie ma prostego przepisu na okreslenie prawdopodobienstwa P, duzo zalezy od po-
staci zbioru €.

Szczegolny przypadek - prawdopodobieristwo geometryczne:

DEF. Zbiory borelowskie w R (R? R3) to najmniejsza rodzina podzbioréw pro-

stej (plaszczyzny, przestrzeni) o whasnosciach rodziny F, ktora zawiera przedzialy
(kota, kule).

2 C R- zbiér borelowski o skoriczonej i niezerowej dtugosci np. przedziat, F to pod-
zbiory borelowskie zbioru 2.

Definiujemy dla A € F
dtugosé A
P(A) = —"—7—7—.
(4) dhugoscé €2
Q) C R2- zbioér borelowski o skoniczonym i niezerowym polu, F to podzbiory bore-
lowskie zbioru 2.

Definiujemy dla A € F
_ pole A

P(A) = .
(4) pole Q
Q) C R3- zbior borelowski o skoriczonej i niezerowej objetosci, F to podzbiory bore-
lowskie zbioru 2.
Definiujemy dla A € F
P(4) = LR L
objetosé (2
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