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WYKLAD 3:| ZMIENNA LOSOWA.

'SCHEMAT BERNOULLIEGO: |

Ciag Bernoulliego zdarzen losowych modeluje sytuacje, w ktorej:

1. Wykonujemy doswiadczenie, w ktérym mozliwe sa dwa wyniki. Jeden z tych wynikow
nazywamy sukcesem, drugi porazka. Szansa na wynik ,sukces” wynosi p.

2. Doswiadczenie mozemy powtarza¢ bez zmiany warunkow, niezaleznie.

Jest to ciag Ay, A, ... niezaleznych zdarzen losowych takich, ze P(A;) = p dla kazdego ¢
dla pewnego 0 < p < 1.

Jesli zaszlo zdarzenie A;, to w i-tej probie odnieslidmy ,sukces”, a jesli zaszto Af, to w
i-tej probie odnieslismy ,,porazke”.

Wykonamy n takich doswiadczen i zliczymy ilos¢ sukceséw. Oznaczmy ilosé
sukcesow przez X. Przed realizacja eksperymentu nie wiemy, jaka jest ta liczba. Wiemy
natomiast, ze mozliwe wartosci X to 0,1,2,...,n oraz ze dla k z tego zbioru mozliwych
wartosci prawdopodobieristwo, ze w n probach otrzymamy doktadnie k sukcesow wynosi

n

P(X = k) = (k)p’fu oyt

Bedziemy wykonywaé¢ kolejne doswiadczenia tak dtugo az pojawi sie wynik
,sukces”. Oznaczmy przez Y ilo$¢ wykonanych doswiadczen, czyli czas oczekiwania na
pierwszy sukces. Przed realizacja eksperymentu nie wiemy, jaka jest ta ilos¢é. Wiemy na-
tomiast, ze mozliwe wartoséci Y to 1,2,... oraz ze dla k z tego zbioru mozliwych wartosci
prawdopodobienistwo, ze pierwszy sukces pojawi sie w k-tej probie wynosi

P(Y =k)=p(1—p)* "

X 1Y to przyklady zmiennych losowych. Po wykonaniu planéw otrzymujemy konkretne
liczby - realizacje tych zmiennych losowych.
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| ZMIENNA LOSOWA:

Zmienna losowa X to funkcja X : @ — R, dla ktorej dla dowolnego
borelowskiego zbioru B C R mamy

{w: X(w) € B} € F,

Zbiér {w : X(w) € B} oznaczmy krotko {X € B}. Dla zmiennej losowej X zbiér {X € B}
jest zdarzeniem losowym.
Innymi stowy, zmienna losowa to taka funkcja X na zbiorze zdarzen elementarnych o war-

tosciach liczbowych, dla ktorej mozna okresli¢ (teoretycznie) prawdopodobieristwo przyj-
mowania przez X wartosci z dowolnie wybranego zakresu B.

W rachunku prawdopodobieristwa interesuje nas rozklad zmiennej losowej, ewentualnie

jej charakterystyki liczbowe (takie jak warto$¢ $rednia, wariancja i inne momenty,
mediana i inne kwantyle, mody).

fragment informacji;

cata informacja ten, ktory nas interesuje
X
(Qv‘f)P) (vag?PX)
przestrzen probabilistyczna nowa przestrzen
probabilistyczna,

B to zbiory borelowskie,
Py to rozktad zmiennej
losowej X

'ROZKEAD ZMIENNEJ LOSOWEJ

Rozklad zmiennej losowej X to funkcja okreslona na zbiorach borelow-
skich w nastepujacy sposob:

Px(B) := P(X € B) dla dowolnego borelowskiego zbioru B.

Px to funkcja o wlasnosciach prawdopodobienistwa dla przestrzeni stanéw R i rodziny
zdarzen losowych B (rodzina zbioréw borelowskich).
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'TYPY ZMIENNYCH LOSOWYCH: |

1. |ZMIENNA LOSOWA DYSKRETNA | (in. o rozkladzie dyskretnym)
to taka zmienna losowa X, ktorej rozklad jest singularny wzgledem miary Lebes-
gue’a i skupiony na zbiorze przeliczalnym (tzn. istnieje przeliczalny zbior B C R
taki, ze Px(B) =1.)
Inaczej moéwige, jest to zmienna losowa, ktora przyjmuje z dodatnim prawdopodo-
bienistwem jedynie skoriczona lub nieskoniczong przeliczalng liczbe réznych wartosci.

2. | ZMIENNA LOSOWA CIAGEA | (in. rozkladzie ciaglym)
to taka zmienna losowa X, ktorej rozklad jest absolutnie ciagly wzgledem miary
Lebesgue’a.
7 twierdzenia Radona-Nikodyma dla takiej zmiennej losowej istnieje taka nieujemna
funkcja f(x), ze dla kazdego borelowskiego zbioru B

Px(B) :/f(x)da:.

Funkcja f(z) zwana jest gestoscia rozkladu X.

3. | ZMIENNA LOSOWA OSOBLIWA | (in. o rozkladzie osobliwym)
to zmienna losowa, ktorej rozklad jest singularny wzgledem miary Lebesgue’a, sku-
piony na zbiorze nieprzeliczalnym (tzn. istnieje nieprzeliczalny zbior B C R o zerowej
mierze Lebesgue’a taki, ze Py(B) = 1, przy czym dla dowolnego zbioru przeliczal-
nego A C R mamy Px(A) < 1) oraz zachodzi warunek:
Px({z}) = P(X = z) = 0 dla kazdego = € R.

4. Dowolna zmienna losowa albo jest jednego z tych trzech typow, albo ma
|ROZKEAD MIESZANY | sktadajacy sie z rozktadow tych typow.

Budujac model probabilistyczny danego zjawiska uzywamy zwykle pojecia zmiennej loso-
wej. Rzadko jednak definiujemy te zmienna losowa bezposrednio. Zwykle okreslamy tylko
jej rozktad (tak, jak opisano na nastepnych stronach). To uwaza sie zwykle za model pro-
babilistyczny, na ogot nie precyzuje sie przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P) dla danego
zjawiska.
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TECHNIKA OKRESLANIA ROZKEADU ZMIENNEJ LOSOWEJ X ZA POMOCA DYSTRYBUANTY:

e Pela informacja o rozktadzie zmiennej losowej X zawarta jest w funkcji
F(z)=P(X <x), ze€R,
nazywanej dystrybuantg.
e Zauwazmy, ze F'(b) = P(X < b) = Px(B) dla B = (—00,b). Z dystrybuanty mo-

zemy dostac¢ informacje o warto$ciach funkcji Px na innych zbiorach borelowskich.
Dla dowolnych a,b € R mamy:

e,

— F(b)

= 1-F(b)

1= a:llgl-‘r F(w)

= F(b)— F(a)
- ) i P
= lim F(x)— lim F(x)

r—b+ r—a+

= xlglgr F(z) — F(a)
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e Funkcja F(x) jest dystrybuanta pewnej zmiennej losowej X wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnia nastepujace warunki:
(a) jest lewostronnie ciagla;
(b) jest niemalejaca;
() lim F(z)=0, lim F(z) = 1.

Kazda funkcja F', ktora spelnia powyzsze warunki, ma probabilistyczng interpreta-
cje, reprezentacje; moze by¢ uzywana w modelach w roli dystrybuanty.

e Przykladowy wykres dystrybuanty (X - ptaca losowo wybranego pracownika pewnej
duzej grupy zawodowej w stosunku do ptacy minimalnej):

0.2¢
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TECHNIKA OKRESLANIA ROZKLADU DYSKRETNEGO ZA POMOCA CIAGU
WARTOSCI I PRAWDOPODOBIENSTW:

e Pelna informacja o rozktadzie dyskretnej zmiennej losowej X zawarta jest takze
w ciggu par wartosci i prawdopodobienstw, czyli ciagu {(z,,p,),n € T C N},
gdzie {x,,n € T} to ciag wszystkich wartosci przyjmowanych przez X z dodatnim
prawdopodobienistwem, natomiast p, = P(X = x,), n € T.

e Dla dowolnego zbioru borelowskiego B mamy P(X € B) = > p,,

nelp

gdzie Tp to zbiér tych n, dla ktorych z,, € B.

o W szczegoblnosci, dystrybuanta ma postaé
Fz)=P(X <z) = Z Dns
neT(x)
gdzie T(z) to zbior tych n, dla ktorych z, < x.
Zmienna losowa ma rozktad dyskretny wtedy i tylko wtedy, gdy jej dystrybuanta jest
funkcja schodkowa. Schodki sa w punktach x, z, ... 1 maja wysokosci odpowiednio
b1, P2, .-

e Ciag {(xn,pn),n € T C N} okresla pewien rozktad dyskretny zmiennej losowej X
tak, ze p, = P(X = x,), wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujace warunki:

(a) {x,,n € T} to ciag réznowartosciowy;
(b) p, > 0 dla kazdego n € T,
(c) X pn=1

neT
Kazdy cigg speliajacy te warunki ma probabilistyczna interpretacje, reprezentacje;

moze by¢ uzywany w modelach do definiowania rozktadu dyskretnego.

e Przykladowy wykres (X - zachowanie dziewczyny, gdy jej chtopak sp6Znia sie na
randke, opisane liczbowo: X = —1 - gniewa sic &; X = 0 - nie zauwaza @; X =1 -
cieszy sie, ze wreszcie przyszedt ©):
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TECHNIKA OKRESLANIA ROZKLADU CIAGLEJ ZMIENNEJ LOSOWEJ X ZA POMOCA GESTOSCI:

e Pelna informacja o ciggltym rozktadzie zmiennej losowej X zawarta jest rowniez w
gestosci f(z) rozkladu X.

e 7 gestosci mozemy dostaé¢ informacje o wartosciach funkcji Px na dowolnych zbio-
rach borelowskich, gdyz tak jak w definicji rozktadu ciaggtego, mamy
Px(B) = [ f(x)dx. W szczegdlnosci, dla dowolnych a,b € R mamy:
B

P(X <b)=P(X <b) = /ﬂmm
mx>m:mX>m::/ﬂ@m

b
P@<X<®=P@<X<®::Pm<X<®:Pm<X<mz/ﬂ@M

e Funkcja f(x) jest gestoscia pewnego rozktadu ciaglego wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia nastepujace warunki:

(a) f(z) > 0 dla kazdego = € R;
(M_if@ﬂx:L

Kazda funkcja f spelniajaca te warunki ma probabilistyczng interpretacje, repre-
zentacje; moze by¢ uzywana w modelach w roli gestosci rozktadu ciagtego.

e Przykladowy wykres (X - czas pracy pewnego urzadzenia do pierwszej awarii):
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e Dystrybuanta F'(z) zmiennej losowej X réwna jest calce

Fu%:/f@ﬁ.

Wynika stad, ze dystrybuanta rozktadu ciagtego musi by¢ funkcja ciagta. Nie jest
to jednak warunek wystarczajacy. Mozna pokazaé, ze:

TWIERDZENIE. Jezeli dystrybuanta F(x) jest funkcja ciagla i rozniczkowalng w
prawie kazdym punkcie (nie ma pochodnej jedynie w skoriczonej liczbie punktow),
to jest to dystrybuanta rozktadu ciagtego o gestosci f(x) postaci

F'(z) dla tych z, dla ktérych pochodna istnieje
floy={ 1
poza tym.
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