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Wykład 4: Transformacje zmiennej losowej.

Transformacje zmiennej losowej

Problem:
Szukamy rozkładu zmiennej losowej Y = g(X), gdzie X to zmienna losowa o rozkładzie
zadanym dystrybuantą F (x), zaś g to pewna funkcja, taka że Y to zmienna losowa, np.
funkcja borelowska.

Wiemy, że dystrybuanta rozkładu Y ma postać FY (y) = P (Y < y) = P (g(X) < y),
a zatem jakiś związek z F . Nie mamy tu jednak ogólnych przepisów.

Ważne przykłady:

1. transformacja liniowa Y = aX + b, gdzie a, b to pewne stałe, a 6= 0,
tzn. g(x) = ax+ b.
Wtedy dla a > 0 mamy

FY (y) = P (aX + b < y) = P
(
X <

y − b
a

)
= F

(
y − b
a

)
,

natomiast dla a < 0

FY (y) = P (aX + b < y) = P
(
X >

y − b
a

)
= 1− lim

x→ y−b
a
+
F (x) .

2. funkcja kwadratowa Y = X2, tzn. g(x) = x2.
Wtedy

FY (y) = P (X2 < y) =
{
0, gdy y ¬ 0
P (−√y < X < √y), gdy y > 0 =

=

 0, gdy y ¬ 0
F (
√
y)− lim

x→−√y+
F (x), gdy y > 0

3. transformacja logarytmiczna zmiennej losowej X dodatniej z prawd. 1
Y = lnX, tzn. g(x) = ln x.
Wtedy mamy

FY (y) = P (lnX < y) = P (X < ey) = F (ey).
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4. obcięcie

Dla pewnej stałej a > 0 niech Y =


X, gdy |X| < a
a, gdy X ­ a,
−a, gdy X ¬ −a,

,

tzn. g(x) =


x, gdy |x| < a
a, gdy x ­ a,
−a, gdy x ¬ −a,

Wtedy mamy FY (y) =


0, gdy y ¬ −a
F (y), gdy − a < y ¬ a
1, gdy a < y

5. dyskretyzacja
wybieramy rosnący ciąg liczb . . . , x−1, x0, x1, x2, . . .
i przyjmujemy, że Y = xn wtedy, gdy xn−1 ¬ X < xn dla n = 0,±1,±2, . . .,
tzn. g(x) = xn, gdy xn−1 ¬ x < xn.
Wtedy Y ma rozkład dyskretny określony ciągiem {(xn, pn), n = 0,±1,±2, . . .},
gdzie pn = F (xn)− F (xn−1).
Zatem FY (y) = F (xn) dla xn < y ¬ xn+1- funkcja schodkowa
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