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WYKEAD 7:| ROZKEAD LACZNY. ROZKEADY BRZEGOWE.
NIEZALEZNOSC ZMIENNYCH LOSOWYCH.

WEKTOR LOSOWY, ROZKLAD LACZNY, ROZKLADY BRZEGOWE.

DEFINICJA.

Wektor losowy to wektor, ktérego sktadowe sa zmiennymi losowymi.
Np. (X,Y), gdzie X, Y to zmienne losowe.

Rozklad wektora losowego (X,Y) to funkcja P((X,Y) € C), gdzie C' to borelowski
podzbiér plaszezyzny R?. Nazywamy go rozktadem lgcznym zmiennych losowych X, Y.

Rozktad zmiennej losowej X i rozktad zmiennej losowej Y nazywamy rozkltadami brze-
gowymi wektora losowego (X,Y).

Pelna informacja o rozktadzie tacznym zmiennych losowych X, Y zawarta jest:

(a) w dystrybuancie tego rozktadu, czyli funkcji

Fxy(z,y) = P(X <2,Y <y)

(b) w przypadku dyskretnego wektora losowego (X,Y’) zawarta jest takze w ciagu
trojek {(@n, Yk, pnk),n € Ty C N,k € Ty C N}, gdzie {z,,,n € Ty} oraz {yx, k € Ty}
to ciagi wszystkich wartosci przyjmowanych odpowiednio przez X i Y z dodatnimi
prawdopodobieristwami, natomiast p,x = P(X = z,,Y =), n € Ty, k € Ts.

(c) w przypadku ciaglego rozkladu wektora losowego (X,Y) zawarta jest takze w
gestosci lacznej f(x,y), czyli takiej funkcji f(x,y) > 0 dla kazdego (z,y), ze

Fxy(xz,y) = /zds/yf(s,t)dt

(d) w funkcji charakterystycznej wektora losowego (X,Y), czyli zespolonej funkcji

‘zDX,Y(S»t) = Be!tX 1Y) = / /6i(5x+ty)dFX,Y($»y)
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Jesli znamy rozklad taczny, to znamy tez rozklady brzegowe, gdyz:
Fx(z)=P(X <z)=PX <z,Y <) = ;1_{{)10 Fxy(z,y),
Fy(y) = P(Y <y) =P(X <o00,Y <y) = lim Fyy(z,y)
W przypadku dyskretnego wektora losowego (X,Y") zadanego ciagiem
{(zn, Y. puk),n € T1, k € Ta}:

rozklad zmiennej losowej X zadany jest ciagiem {(x,,p,.),n € Ty}, gdzie

keTo keT2

Podobnie, rozktad zmiennej losowej Y zadany jest ciagiem {(yx, p.x), k € Ta},
gdziepr =P(Y =y) = >~ P(X =2,Y =y) = X puk

neTy neTy

W przypadku wektora o rozktadzie ciagltym o gestosci tacznej f(z,y)
mozna pokazac, ze:

rozklad zmiennej losowej X jest ciagly o gestosci fx(z) = / f(z,y)dy,

rozklad zmiennej losowej Y jest ciagly o gestosci fy (y) = / f(z,y)dx.

'DZIALANIA NA ZMIENNYCH LOSOWYCH |

(X,Y) to wektor losowy. Definiujemy zmienna losowa Z = ¢(X,Y), gdzie g jest odpo-
wiednia funkcja. Aby okresli¢ rozkltad Z, potrzebna jest znajomos¢ rozkladu tacznego
zmiennych losowych X, Y.

' NAJWAZNIEJSZE PRZYKLADY: |

(a) suma Z =X +Y
Gdy wektor losowy (X,Y') ma rozklad dyskretny zadany ciagiem
{(Zn, Y, Pk ), n € T1, k € Ty}, zmienna losowa Z ma takze rozklad dyskretny
zadany ciggiem {(zj,pgz)),j € T C N}, gdzie
roznowartosciowy ciag {z;} utworzony jest z wszystkich liczb postaci z,, + ys
oraz pg-Z) to suma wyrazow ciagu {p,x} o takich numerach nk,
dla ktorych z; = xp, + yi.

Mozna zapisaé pgz) jako:

p§2) =Y PX=ux,Y=z—-1,)=> PX=2z—uyY =y

neT keTo

Gdy wektor losowy (X,Y') ma rozktad ciagly o gestosci f(z,y),
zmienna losowa Z tez ma rozklad ciagly o gestosci

fz(z) = 70 f(x, 2z —x)dx = 70 f(z =y, y)dy
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(b)

iloczyn Z = XYy

Gdy wektor losowy (X,Y) ma rozktad dyskretny zadany ciagiem

{(Zn, Y, Pk ), n € Ty, k € Ty}, zmienna losowa Z ma takze rozktad dyskretny

zadany ciagiem {(zj,pg-z)),j € T C N}, gdzie

roznowartosciowy ciag {z;} utworzony jest z wszystkich liczb postaci z,yx

oraz p§~Z) to suma wyrazow ciagu {p,;} o takich numerach nk, dla ktorych z; = z,,yy.
(2)

Przy zalozeniu, ze P(X = 0) = 0, mozna zapisac p,”’ jako:

Z.
=3 P(X:xn,Y:j>

neTy Tn

albo - gdy P(Y =0) = 0:

Z.
pE'Z): Z P(X:y;ayzyk>

keTs

Gdy wektor losowy (X,Y’) ma rozklad ciagly o gestosci f(x,y),
zmienna losowa Z tez ma rozktad ciagly o gestosci

o= ] oo 2)ae= ] ()

—0o0 —00

. X
iloraz 7 = v Pray zalozeniu, ze P(Y = 0) = 0.

Gdy wektor losowy (X,Y’) ma rozkltad dyskretny zadany ciagiem
{(Zn, Y, Pk ), n € T1, k € Ty}, zmienna losowa Z ma takze rozklad dyskretny

zadany ciggiem {(zj,p(z)),j € T C N}, gdzie

J
x
roznowartosciowy ciag {z;} utworzony jest z wszystkich liczb postaci —

Yk
Ty
oraz pg-Z) to suma wyrazow ciagu {p,x} o takich numerach nk, dla ktorych z; = —
Yk
Mozna zapisaé pg-Z) jako:

) =3 P(X = zjyp, Y = )
keTs

Gdy wektor losowy (X,Y’) ma rozklad ciagly o gestosci f(x,y),
zmienna losowa Z tez ma rozklad ciagly o gestosci

f22) = [ Wy y)dy
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Ogolnie,

EZ = Eg(X,Y) = /OO 79(96, y)dFxy(z,y) =

> Y 9(@n, Yk)Puk, gdy X ma rozktad dyskretny
neTy keTe
— zadany ciagiem {(x,, yg, pux),n € T1, k € To};
[ [ g(x,y)f(x,y)dxdy, gdy X ma rozktad ciagly o gestosci f(z,vy).

o ile catka (szereg) zbiezne.
Stad jesli istnieja EX 1 EY, to

E(X +Y)=EX +EY
oraz jesli istnieja D2X i DY, to

D*(X +Y) =D?’X + D*Y + 2(E(XY) — EXEY).

] WSPOLCZYNNIK KORELACJI \

Przy zalozeniu, ze istniejg DX > 0 i D*Y > 0, okreslamy wspotczynnik
korelacji zmiennych losowych X i Y jako:

_ E(XY) - EXEY
pxy VD2X - DY

\WLASNOSCI WSPOLCZYNNIKA KORELACJI: \

 [pxy| <L

e |pxy| =1 wtedy i tylko wtedy, gdy Y = aX + b dla pewnych statych a # 0, b, przy
czym pxy = 1 odpowiada a > 0, a pxy = —1 odpowiada a < 0 (pelna liniowa
zaleznos¢ Y od X).

e Gdy pxy =0, méwimy, ze X i Y sa nieskorelowane.
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'NIEZALEZNOSC ZMIENNYCH LOSOWYCH |

Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, gdy dla dowolnych borelowskich
zbioréw By i By zdarzenia {X € B} i {Y € B} sa niezalezne,

Zmienne losowe X1, Xs, ..., X,, sa niezalezne, gdy dla dowolnych borelowskich zbioréow
By, Ba,...,B, rodzina {{X; € B;},i=1,2,...,n} jest rodzina zdarzen niezaleznych.

Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) Va,y

Woéwezas
EXY =EXEY

a stad
D*X +Y) =D?X +D?Y

oraz pxy = 0,
o ile wartosci oczekiwane i wariancje istnieja, wariancje sa niezerowe.

Zatem jesli zmienne losowe o skonczonych i niezerowych wariancjach sa niezalezne, to sa
tez nieskorelowane. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.
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