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Wykład 8: Działania na zmiennych losowych
niezależnych

Suma niezależnych zmiennych losowych.

X i Y to niezależne zmienne losowe odpowiednio o dystrybuantach FX(x) i FY (y).
Wówczas Z = X + Y ma rozkład o dystrybuancie

FX+Y (z) =
∞∫
−∞

FX(z − y)dFY (y).

Jest to tzw. splot dystrybuant (miar).

Jeśli X i Y mają rozkłady ciągłe o gęstościach odpowiednio fX(x) i fY (y),
to Z = X + Y też ma rozkład ciągły o gęstości

fX+Y (z) =
∞∫
−∞

fX(z − y)fY (y)dy = (fX ∗ fY )(z).

Jest to tzw. splot gęstości.

Na ogół wyznaczenie splotu jest technicznie trudne. Gdy znamy postać analityczną funk-
cji charakterystycznych rozkładów X i Y , to możemy posłużyć się inną metodą:

Fakt: Jeśli X i Y to niezależne zmienne losowe o funkcjach charakterystycznych odpo-
wiednio ϕX(t), ϕY (t), to wówczas dla każdego t

ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t).

(Analogiczną własność mają transformata Laplace’a i funkcja tworząca.)
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Minimum i maksimum niezależnych zmiennych losowych.

X i Y to niezależne zmienne losowe odpowiednio o dystrybuantach FX(x) i FY (y).
Wówczas zmienna losowa

Z = min(X, Y )

ma rozkład o dystrybuancie

FZ(z) = 1− (1− FX(z))(1− FY (z))

Uzasadnienie:
FZ(z) = P (min(X, Y ) < z) = 1− P (min(X, Y )  z) = 1− P (X  z, Y  z) =
niezal.= 1− P (X  z)P (Y  z) = 1− (1− FX(z))(1− FY (z)).

Podobnie zmienna losowa
Z1 = max(X, Y )

ma rozkład o dystrybuancie
FZ1(z) = FX(z)FY (z).

Uzasadnienie:

FZ1(z) = P (max(X, Y ) < z) = P (X < z, Y < z)
niezal.= P (X < z)P (Y < z) =

= FX(z)FY (z).

Zauważmy, że gdy X i Y mają jednakowy rozkład o dystrybuancie F , to

FZ(z) = 1− (1− F (z))2,

FZ1(z) = (F (z))
2.

Ogólnie, dla n niezależnych zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn o jednakowym rozkładzie
o dystrybuancie F zmienne losowe

Z = min(X1, . . . , Xn) i Z1 = max(X1, . . . , Xn)

mają rozkłady o dystrybuantach odpowiednio

FZ(z) = 1− (1− F (z))n,

FZ1(z) = (F (z))
n.
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