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WYKLAD

9:] ROZNE RODZAJE ZBIEZNOSCI CIAGOW ZMIEN-

NYCH LOSOWYCH. PRAWA WIELKICH LICZB.

| ZBIEZNOSC

Z PRAWDOPODOBIENSTWEM 1:|

DEFINICJA:
Ciag zmiennych
(in. prawie na

Oznaczenie: X,

UWAGA:

losowych X7, X, ... jest zbiezny z prawdopodobienstwem 1
pewno) do zmiennej losowej X, jezeli

Pw: JirgoXn(w) =X(w)) =1.

X, X, 25 X, lim X, = X 7 prawd. 1.

n )
n—oo n=00

Ciag zbiezny punktowo jest zbiezny z prawdopodobienstwem 1.

(Ciag X1, Xo, ...

jest zbiezny punktowo do X, jezeli nlgg(j Xp(w) =X(w)Vwe Q)

| ZBIEZNOSC

STOCHASTYCZNA:

DEFINICJA:
Ciag zmiennych

losowych X, Xs,... jest zbiezny stochastycznie (in. wedlug prawdo-

podobieristwa) do zmiennej losowej X, jezeli

A P(X,—X|>e) —0.

n—oo

e>0
Oznaczenie: X, n%oX P—1lim X, = X.
FAKT:
(a) Jezeli X, = - X to X, WO@X‘

(b) Jezeli X

N n—oo

zpr.l
—= X, to istnieje podciag (X, ) ciagu (X,,), taki ze X X

n Mm—o00

ZBIEZNOSC

WZGLEDEM MOMENTOW RZEDU r:

DEFINICJA:
Zalozmy, ze dla

pewnego r > 0 E|X,|", E|X|" sa skoriczone dla wszystkich n € N. Ciag

zmiennych losowych X, X5, ... jest zbiezny wzgledem momentéw rzedu r (in. w prze-
strzeni L") do zmiennej losowej X, jezeli

L
Oznaczenie: X, — X.

N n—oo

Dla r = 2 méwimy, ze ciag (X,,) jest zbiezny $redniokwadratowo do X.

Oznaczenie: X,

N n—oo

sr kw.

—' X, lim.X,, = X.
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FAKT :
Dla dowolnego ustalonego rg > 0:

(a) Jezeli X, == X, to X, —= X.

n—oo

(b) Jezeli X, —>X to X, :OX dla kazdego 0 < r < ry.

n— oo

| ZBIEZNOSC WEDLUG ROZKLADU: |

DEFINICJA:
Niech X,, ma rozktad o dystrybuancie F),(z), a X - rozktad o dystrybuancie F'(z).
Ciag zmiennych losowych X, X, ... jest zbiezny wedlug rozkladu
(in. stabo zbiezny) do zmiennej losowej X, jezeli
Fo(x) =2 F(x)

n— oo

dla kazdego takiego T, w kt(’)rym F(z) jest ciagta.
—= X, F, —2F.

N n—oo

Oznaczenie: X,

N n—oo

Jezeli X,

N n—oo

—= X, gdzie P(X = a) =1 dla pewnej stalej a, to X, /=2 L x.

n—oo

— X, to X

N n—oo

—=X.

n—oo

zpr.l

(c Jezeli X, — X, to X - X,

n—oo N n—oo

Jezeli X, —>X to X,

n— oo N n—oo

—= X.

TWIERDZENIE LEVY'EGO :

1. Niech zmienne losowe X,,, X maja rozktady o funkcjach charakterystycznych
odpowiednio ¢, (t), p(t).

Jezeli X, —= —= X, to @,(t) =2 »(t) dla kazdego t.

N n—oo n— oo

2. Niech X,, ma rozktad o funkcji charakterystycznej o, (t).
Jezeli p,(t) —2 ¢(t) dla kazdego ¢ i graniczna funkcja ¢(t) jest ciaglta w t = 0

to ¢(t) jest funkcja charakterystyczng pewnej zmiennej losowej X oraz X, ESS

N n—oo

UWAGA :

W zbieznosciach z prawdopodobienstwem 1, stochastycznej, w przestrzeni L" graniczna
zmienna losowa X jest okreslona z prawdopodobienstwem 1, tzn. jezeli X' i X" sa gra-
nicami ciagu X, to P(X' = X") = 1.

W zbieznosci stabej okreslony jest tylko rozklad graniczny danego ciagu i kazda zmienna
losowa X o takim rozktadzie moze reprezentowac staba granice tego ciagu.
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PRAWA WIELKICH LICZB (PWL)

PRAWO WIELKICH LICZB BERNOULLIEGO, TWIERDZENIE BORELA:

Niech S, bedzie liczba sukceséw w n probach Bernoulliego z prawdopodobieristwem sukcesu
p. Wtedy zachodzi

¢ PWL BERNOULLIEGO (XVII/XVIII w.) (SPWL)
Sp P

n—o0

e TWIERDZENIE BORELA (pocz. XX w.) (MPWL)

Sn zpr.l
T n—x p
n

INTERPRETACJA:

Czestos¢ wystepowania sukcesu w n probach Bernoulliego przybliza przy duzym n praw-
dopodobienistwo p sukcesu w pojedynczej probie. Odpowiada to obserwacjom z natury, ze
czestosé zdarzenia losowego stabilizuje sie na pewnym poziomie.

DEFINICJA OGOLNA:
Niech X, X5, ... bedzie ciagiem zmiennych losowych o skonczonych wartosciach oczekiwa-
nych EX,, =m,. Niech S, = X1+ Xo+ ...+ X,,, ap,=m1+ma+ ...+ m,.

Mowimy, ze ciag (X,) spetnia stabe prawo wielkich liczb (SPWL), gdy

Sp—a, 1
JZ*Z(Xk_mk)’%OO

n n k=1

Mowimy, ze ciag ten spelnia mocne prawo wielkich liczb (MPWL), gdy

Sn — ap zpr.l

n—oo

n

Oczywiscie MPWL — SPWL.
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PWL DLA CIAGOW ZMIENNYCH LOSOWYCH O JEDNAKOWYM ROZKLADZIE

TWIERDZENIE CHINCZYNA

Niech (X,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie,
przy czym E|X,| < oo. Wtedy ciag ten spelnia SPWL, ktére w tym przypadku mozna
zapisa¢ w postaci

S, 1
2 — 2% X, om = BX.
n nkzl

MPWL KOLMOGOROWA
Niech (X,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie.
Ciag ten spetnia MPWL, ktére w tym przypadku mozna zapisa¢ w postaci

Sn 1 & zpr.l
o~ 2% X, == m =EX).
n nk 1

wtedy 1 tylko wtedy, gdy E|X,| < co.

SZCZEGOLNY PRZYPADEK: twierdzenie Borela, a w konsekwencji PWL Bernoulliego, gdyz

jezeli (X,,) to ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie zerojedynko-
wym B(1,p), tzn. P(X, =1) =p=1— P(X,, =0), to S, ma rozktad Bernoulliego B(n, p),
taki jak rozktad ilosci sukcesow w n probach Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu
p,am=EX; =p.

PWL DLA CIAGOW ZMIENNYCH LOSOWYCH O ROZNYCH ROZKLADACH

TWIERDZENIE CZEBYSZEWA

Niech (X,,) bedzie ciagiem parami niezaleznych zmiennych losowych, dla ktorych dla
kazdego n istnieje wariancja D?X,, < oo, przy czym dla pewnego ¢ D?X, < ¢ < oo dla
wszystkich n. Wtedy ciag ten spetnia SPWL.

TWIERDZENIE MARKOWA
Niech (X,,) bedzie ciagiem zmiennych losowych, takim ze

DS,  D(Xi+..+X,)

n—oo ~*

n? n?

(Oczywiscie zakladamy, ze wariancja ta istnieje.) Wtedy ciag ten spelnia SPWL.

TWIERDZENIE KOLMOGOROWA
Niech (X,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, takich ze istnieje wariancja
D%2X,, < oo. Jezeli

> DX,
> 3 <%
n=1 n

to ciag ten spelnia MPWL.
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'WAZNE ZASTOSOWANIA PWL|:

METODA MONTE CARLO OBLICZANIA CALEK OZNACZONYCH:

Niech Xy, Xs,... X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie jednostajnym na przedziale [a,b] oraz niech f bedzie funkcja rzeczywista taka, ze
Ef(X;) istnieje i jest skonczona.

Przy powyzszych zalozeniach f(X;), f(X2), ... f(X,) jest takze ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozkladzie, przy czym istnieje warto$¢ oczekiwana Ef(X7).

1
Ponadto Ef(X;) = r/f(x)dm Z MPWL Kotmogorowa mamy
—a

zprl

LS px0) 2 E(X,) =
n=

b
Mozemy zatem do obliczania przyblizonej wartosci calki oznaczonej [ f(z)dx zastosowaé
nastepujacy algorytm:
(a) losujemy niezaleznie liczby wuy, ua, ..., u, z rozktadu jednostajnego U0, 1];
(b) przeksztatcamy zp = a+ (b—a)u, dla k =1,2,...,n otrzymujac w ten sposob probke
z rozktadu U(a, b);

3 fw

k=1

(c) jako przyblizong wartos¢ catki przyjmujemy f f(z)
n

DYSTRYBUANTA EMPIRYCZNA:

Rozwazmy ciag X, Xo, ... X, niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
opisanym dystrybuanta F'(x). Ciag ten interpretujemy jako opis wynikéw n niezaleznych
pomiaréw pewnej wielkosci fizycznej X, dokonywanych w tych samych warunkach fizycz-
nych. Wartosci x, xs, . .., zmiennych losowych w tym ciggu to wyniki konkretnych takich
pomiaréw. Ciag X1, X, ... X, nazywamy proba prosta.

Niech S, (x; X1, Xs,...X,) oznacza ilo$¢ elementow proby prostej, ktorych wartosé jest
mniejsza niz x.
Sp(x; X1, Xo, ... X))

n

Fn(x;X17X27 .. Xn) =

buanta empiryczng.

(albo F,,(x;x1, 23, ...2,)) nazywamy dystry-

Zauwazmy, ze Sy (z; X1, Xa, ... X)) oznacza ilos¢ tych X;, ktorych wartosé jest mniejsza niz
x. Jest to zatem ilos¢ sukcesow w n probach Bernoulliego, gdzie sukces w itej probie to
zdarzenie {X; <z} ip = P(X; < z) = F(z) niezaleznie od i.
Zatem S,(x; X1, Xo,...X,) ma rozklad Bernoulliego B(n,p = F(z)).
7 tw. Borela otrzymujemy, ze

Sn(ZE, Xl, XQ, ce Xn) zpr 1

P X1, X, X)) = - b =F)

Inaczej mowiac, dla duzych n, dla prawie kazdej wartosci (z1, z, ... x,) wektora losowego
(X1, Xo,...X,) mamy F,(x;x1,2s,...7,) &~ F(x), czyli dystrybuanta empiryczna jest w
przyblizeniu réwna dystrybuancie teoretycznej F'.
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