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WYKELAD DODATKOWY: | CALKOWANIE W SENSIE LEBESGUE’A.

Niech (X, F, u) bedzie przestrzenia mierzalng z miara p.

Dla pewnego ustalonego n € N niech aq,as, ..., a, beda réznymi liczbami
rzeczywistymi, a Ey, Es, ..., E, € F beda parami roztaczne. Funkcje

f(zx) :iaj][Ej(a:), re kX, (1)

nazywamy funkcjg prosta na X (w przedstawieniu kanonicznym).

DEFINICJA (CALKA LEBESGUE’A Z FUNKCJI PROSTEJ):

Wezmy f postaci (1). Zatozmy, ze pu( 6 E;) < co. Wtedy calke Lebesgue’a z funkcji
j=1
prostej f wzgledem miary p definiujemy jako

/fdu = a;u(E;).
j=1
Ponadto dla dowolnego E € F definiujemy:

/fdu ::/f]IEdu.
E

DEFINICJA (CALKA LEBESGUE’A Z OGRANICZONEJ FUNKCJI F-MIERZALNEJ NA ZBIO-
RZE O SKONCZONEJ MIERZE [):

Niech f bedzie funkcja F-mierzalna okreslong na zbiorze £ € F takim, ze u(E) < oo.
Dodatkowo niech f bedzie funkcjg ograniczona na E, tzn.

dM>0VexeFE |f(x)] <M.

Ustalmy € > 01 wezmy ciag —M =by < by < ... <b, = M taki, ze g, :=b; —b;_1 < ¢
dla kazdego i = 1,...,n. Podzielmy przedzial [—M, M) na czesci postaci J; = [b—1,b;),
i=1,...,n. Mamy oczywiscie |J;| = ¢; < e dla kazdego i = 1,...,n.

Definiujemy dolng i gérng funkcje prosta dla f jako odpowiednio:

e(z) = Y bl (@);
=1

1D(JJ) = Z bi][f—l(Ji)<x).
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Mamy ¢ < f < oraz

[ = Q=3 cun () < enlB)

E

Stad mozemy zdefiniowa¢ catke Lebesgue’a z funkcji f na zbiorze E wzgledem
miary u (gdzie pu(E) < 00) jako:

/ﬁm:qm/¢mh
E -
lub réwnowaznie,

/fd,u = sup/gpdu.
E Y B

Catka ta jest dobrze okreslona dla dowolnej F-mierzalnej funkcji f ograniczonej na E.

| WLASNOSCI CALKI LEBESGUE’A: |

(1) dla dowolnej statej ¢ mamy [cfdu =c [ fdu
E B

(2) J(fi+ fo)dp = [ frdu+ | fadp
B B B
(3) Jezeli f >0 p-p.w.t, to [ fdu > 0.

(4) Jezeli fi, fa, ... to ciag funkcji F-mierzalnych na E, przy czym
AM >0 Vn |f.] <M oraz lim f, = f p-p.w., to

gg/hw=/ﬂw
E E

[Uwaca:]

Jezeli (X, F,u) = (R,M,my), E = [a,b] 1 [ jest calkowalna w sensie Riemanna, to

b
[ fdmp = | f(z)dz (ta ostatnia to znana nam catka Riemanna).
E a
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"Méwimy, ze dany warunek dla funkcji zachodzi u-p.w., gdy u({r : warunek nie zachodzi }) = 0.
Np. f > 0 p-p.w. oznacza, ze p({z : f(x) < 0}) =0.
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DEFINICJA (CALKA LEBESGUE’A Z NIEUJEMNEJ FUNKCJI F-MIERZALNEJ WZGLEDEM
MIARY 0-SKONCZONEJ):

Niech p bedzie miara o-skonczona na (X, F), a f funkcja F-mierzalna okreslona na zbio-
rze B € F, przy czym f > 0. Wtedy definiujemy

/fd,u = sup/hdu,
E hg

gdzie kres gérny jest brany po funkcjach h, ktore sg F-mierzalne, ograniczone na E, takie
ze 0 < h < foraz p({h #0}) =0.

Powyzsza catka ma wlasnosci (1)-(4), wlaczajac przypadki, gdy kres gorny jest

réwny oo.

| LEMAT FATOU: |

Niech f1, fo,... beda F-mierzalne, okreslone na E € F, przy czym f, > 0V n. Wtedy

/ lim inf £, dp < lim inf / o
E E

n—oo

| TWIERDZENIE O ZBIEZNOSCI MONOTONICZNEJ: |

Niech f1, fo, ... bedzie niemalejacym ciagiem funkcji F-mierzalnych, okreslonych
na K € F, przy czym f, > 0V n. Wowczas, jezeli lim f, = f p-p.w., to [ fudu 7 [ fdu.

DEFINICJA:

Moéwimy, ze funkcja f > 0, F-mierzalna, jest catkowalna na F € F, gdy [ fdu < oo.
B

| CALKA LEBESGUE’A Z DOWOLNEJ FUNKCJI:

Oznaczmy f* := max{f,0}, f~ := —min{f,0}. Wtedy f = fT—f oraz f* >0, f~ > 0.
Jezeli obie, fT 1 f~ s calkowalne na F, to mowimy, ze f jest caltkowalna na E i definiu-

jemy
[ rdu= [ frau~ [ 1dn.
FE

E E

| TWIERDZENIE O ZBIEZNOSCI OGRANICZONEJ: |

Niech g bedzie funkcja catkowalng na E oraz niech fi, fs, ... beda F-mierzalne, okreslone
na E € F i takie, ze |f,| < g ¥V n. Wowczas, jezeli nlLHgO fo=f p-p.w., to

g%/nw:/ﬁm
E E
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