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Wykład dodatkowy: Konstrukcja miary Lebesgue’a

Dla przedziału I = (a, b) ⊂ R w naturalny sposób przyjmujemy, że długość I to

`(I) = b− a.

Definicja: Niech A będzie dowolnym podzbiórem R. Definiujemy

m∗(A) := inf
∞∑
n=1

`(In)

po wszystkich przeliczalnych rodzinach przedziałów otwartych I1, I2, . . . takich, że
A ⊂

∞⋃
n=1

IN . Funkcję m∗ : 2R 7−→ [0,∞] nazywamy miarą zewnętrzną Lebesgue’a.

Własności m∗:

1. A ⊂ B ⊂ R =⇒ m∗(A) ¬ m∗(B);

2. m∗(∅) = 0, m∗({a}) = 0 dla dowolnego a ∈ R;

3. ∀ A1, A2, . . . ⊂ R ∀ s ∈ N ∪ {∞} m∗
(
s⋃
n=1

An

)
¬

s∑
n=1

m∗(An) ;

4. jeżeli zbiór A ⊂ R jest przeliczalny, to m∗(A) = 0;

5. m∗(I) = `(I) dla dowolnego przedziału I (także nieograniczonego).

Zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a

Definicja: Mówimy, że zbiór E ⊂ R jest mierzalny w sensie Lebesgue’a, gdy

∀ A ⊂ R m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E).

Oznaczmy przez M rodzinę podzbiorów prostej R, które są mierzalne w sensie Lebesgue’a.
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Twierdzenie: Jeżeli m∗(E) = 0, to E ∈M.

Dowód: Weźmy dowolny zbiór A ⊂ R. Z własności 3. i z własności 1. mamy

m∗(A \ E) ¬ m∗(A) ¬ m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E),

ponieważ A \ E ⊂ A oraz A = (A ∩ E) ∪ (A \ E). Ponadto A ∩ E ⊂ E, więc z własności
1. i z założenia twierdzenia otrzymujemy

0 ¬ m∗(A ∩ E) ¬ m∗(E) = 0 =⇒ m∗(A ∩ E) = 0.

W konsekwencji

m∗(A) = m∗(A \ E) = m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E).

Z powyższego twierdzenia wynika, że M nie jest rodziną pustą, bo zawiera np. zbiory
przeliczalne.

Twierdzenie:

(1) M jest σ-ciałem (tzn. ∅ ∈ M; jeżeli E ∈ M, to Ec = R \ E ∈ M; oraz jeżeli
E1, E2, . . . ∈M, to

∞⋃
n=1

En ∈M).

(2) M ) BR - σ-ciało borelowskich podzbiorów prostej R
(innymi słowy, każdy zbiór borelowski jest mierzalny w sensie Lebesgue’a oraz ist-
nieje zbiór mierzalny w sensie Lebesgue’a, który nie jest borelowski).

(3) M ( 2R
(innymi słowy, istnieje podzbiór prostej, który nie jest mierzalny w sensie Lebes-
gue’a).

Miara Lebesgue’a na prostej R

Funkcja m∗ ograniczona do dziedziny M to miara Lebesgue’a na R, oznaczana przez
mL

m∗
∣∣∣∣∣
M

= mL

Twierdzenie: Jeżeli E1, E2, . . . ∈M są parami rozłączne, to

mL

( ∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

mL(En).
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