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WYKEAD DODATKOWY: | KONSTRUKCJA MIARY LEBESGUE’A

Dla przedzialu I = (a,b) C R w naturalny sposob przyjmujemy, ze dlugosé I to

UI)="b-—a.
Niech A bedzie dowolnym podzbiérem R. Definiujemy
m*(A) :=inf Y (1)
n=1

po wszystkich przeliczalnych rodzinach przedzialow otwartych Iy, I, ... takich, ze

AC OLj Iy. Funkcje m* : 2% — [0, o] nazywamy miara zewnetrzna Lebesgue’a.
n=1

| WEASNOSCI m*:

1. AC BCR= m*(A) < m*(B);

2. m*(0) =0, m*({a}) = 0 dla dowolnego a € R;
3.V Ay, As,...CR ¥ seNU{oo} m*(O An) < S mH(A,)
n=1

4. jezeli zbior A C R jest przeliczalny, to m*(A) = 0;

5. m*(I) = £(I) dla dowolnego przedziatu I (takze nieograniczonego).

|ZBIORY MIERZALNE W SENSIE LEBESGUE’A

Mowimy, ze zbiér £ C R jest mierzalny w sensie Lebesgue’a, gdy

YV ACR m*(A) =m* (ANE) +m*(A\ E).

Oznaczmy przez N rodzine podzbioréw prostej R, ktoére sg mierzalne w sensie Lebesgue’a.
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| TWIERDZENIE: | Jezeli m*(E) = 0, to E € 9.

Dowo6d: Wezmy dowolny zbior A C R. Z wtasnosci 3. i z wlasnosci 1. mamy
m*(A\E) <m*(A) <m"(ANE)+m"(A\ E),

poniewaz A\ E C Aoraz A= (ANE)U(A\ E). Ponadto AN E C E, wiec z wlasnosci
1. 1 z zalozenia twierdzenia otrzymujemy

0<M"(ANE) <M (E)=0= m"(ANE)=0.
W konsekwencji

m*(A) =m*(A\E)=m"(ANE)+m*(A\ E)o

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze U0 nie jest rodzina pusta, bo zawiera np. zbiory
przeliczalne.

\ TWIERDZENIE: \

(1) O jest o-cialem (tzn. ) € M jezeli E € M, to B = R\ E € IM; oraz jezeli
El,EQ,... Gi)ﬁ, to U Enef)ﬁ)
n=1

(2) M D Bg - o-ciato borelowskich podzbioréw prostej R
(innymi stowy, kazdy zbior borelowski jest mierzalny w sensie Lebesgue’a oraz ist-
nieje zbior mierzalny w sensie Lebesgue’a, ktory nie jest borelowski).

(3) M ¢ 2
(innymi stowy, istnieje podzbior prostej, ktory nie jest mierzalny w sensie Lebes-
gue’a).

MIARA LEBESGUE’A NA PROSTEJ R|

Funkcja m* ograniczona do dziedziny 9)t to miara Lebesgue’a na R, oznaczana przez
mr

:mL
m

TWIERDZENIE: ‘ Jezeli Fy, Es, ... € 9 sa parami roztaczne, to

my, (E_jl En) = ilmL(En)
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