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WYKEAD DODATKOWY:| OGOLNA DEFINICJA PRZESTRZENI
MIERZALNEJ. FUNKCJE MIERZALNE.

Niech X bedzie dowolnym zbiérem niepustym, a F C 2% pewnym o-cialem.
Wtedy (X, F) nazywamy przestrzenia mierzalna.

Miara na tej przestrzeni nazywamy funkcje p : F —— [0, 00], taka ze
o u(0) = 0;
e dla dowolnych Ey, Es, ... € F, parami roztacznych (tzn. E; N E; = 0 dla i # j)
i ( OLj En> = § w(E,) (przeliczalna addytywnosé).
n=1 n=1

Trojke (X, F, u) nazywamy przestrzenia mierzalng z miara .

1. Gdy p(X) < oo, moéwimy, ze miara p jest skoniczona.

W tym, gdy pu(X) = 1, méwimy, ze p jest miara probabilistyczna (u = P).

2. Gdy p(X) = oo i istnieja takie X}, Xy, ... € F,ze X = U &, oraz u(X,) < oo V n,
n=1
moéwimy, ze miara p jest o-skonczona.

Przyktadem takiej miary jest miara Lebesgue’a mp.

3. Mowimy, ze miara p na (X, F) jest zupelna, gdy dla dowolnych A, B € F z tego,
ze A C Biu(B) =0, wynika, ze u(A) = 0.
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'FUNKCJE MIERZALNE |

Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Mowimy, ze
f:X+— R=RU{-00,+oc0}
jest funkcja F-mierzalna, gdy
VBeBg {zreX:f(x)eB}=fYB)cF

(Bg oznacza rodzine borelowskich podzbioréw R.)

‘ TWIERDZENIE: ‘ Nastepujace warunki sa rownowazne:

(1) Funkcja f jest F-mierzalna.
(2)VaeR {zeX: f(z)<a}eF.
B)VaecQ {zei: flx)<a}eF.
(4) V¥ zbioru otwartego A C R f~1(A) € F.
W warunkach (2) i (3) nier6wnosé ,,<” mozna zastapi¢ dowolna inna (,<, >, >").
(a) Gdy (X, F) = (R, ), funkcje M-mierzalng nazywamy krotko funkcja mierzalna.
(b) Gdy (X,F) = (R, Bg), funkcje Br-mierzalng nazywamy funkcja borelowska.
(c) Funkcja borelowska jest mierzalna.

Niech (X, F, i) bedzie przestrzenia mierzalna z miara u, a f, g - funkcjami
na X. Moéwimy, ze funkcje f i g sa rowne p-prawie wszedzie, co oznaczamy f = g u-p.w.

(albo p-a.s., od ang. almost surely), gdy p({z € X : f(z) # g(z)}) = u({f # g}) =0.

] TWIERDZENIE: \

(1) Jezeli f, g sa funkcjami F-mierzalnymi o wartosciach rzeczywistych, a ¢ € R dowolna
stalg, to f+c¢, cf, f+ g, f- g sa takze F-mierzalne.

(2) Jezeli f1, fa, ... sa funkcjami F-mierzalnymi o wartosciach rzeczywistych, to dla do-
Wolnego neN funkcje Sup{fh ) fn}J Sup{fb f27 . '}7 inf{fla s 7fn}7 inf{flu f27 . '}7

limsup f,, hr{n g)lf fn sa takze F-mierzalne.

(3) Jezeli f jest funkcja F-mierzalna ig = f p-p.w., to g takze jest funkcja F-mierzalna.

(4) Jezeli f jest funkcja F-mierzalng o wartosciach rzeczywistych, a F': R — R jest
funkcja borelowska, to F'o f jest funkcja F-mierzalna.
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MIARY ABSOLUTNIE CIAGLE I MIARY SINGULARNE WZGLEDEM INNEJ MIARY

Niech (X, F) bedzie przestrzenia mierzalna, a p i v to dwie miary na tej przestrzeni.

DEFINICJA:

Moéwimy, ze v jest miarg absolutnie ciggla wzgledem miary u, gdy
VAeF u(A)=0 = v(A) =0.

Oznaczenie: v < .

Mowimy, ze miary v i p sa singularne (in. wzajemnie osobliwe), gdy
JAeF :uA) =0, v(X\A)=0.

Oznaczenie: v1 p.

| TWIERDZENIE RADONA-NIKODYMA: |

Niech (X,F) bedzie przestrzenia mierzalna, a p i v to dwie miary o-skonczone na tej
przestrzeni, przy czym v < p. Wtedy istnieje F-mierzalna, nieujemna funkcja f na X
taka, ze

VEeF v(E) :/fdu.
B
(We wzorze mamy catke Lebesgue’a - patrz kolejny wyklad dodatkowy.)

Funkcja f nazywana jest gestoscig miary v wzgledem miary p. Jest ona wy-
znaczona jednoznacznie z dokladnoscia do zbioru miary (u i v) zero, tzn. jezeli pewne
funkcje f1 1 fo sa gestosciami v wzgledem pu, to f; = fo p-p.w. oraz v-p.w.
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