ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT

LICZBY RZECZYWISTE

Uwagi. Z, Q, R oznaczaja odpowiednio zbiér liczb catkowitych, wymiernych, rzeczywi-
stych. Symbol >~} _; a; definiujemy indukcyjnie:

iak:al; iak:<§ak>+an dlan=2.3,....
k=1 k=1 k=1
1. Wykaz, ze wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste] ma nastepujace wlasnosci:
(a) [z ==z, () —lzl<z<|zl (o [z]<y <= —y<z<y;
(@A) |z +yl <lel+1lyls () |2l =yl <lz—yl <lzl+yl; () eyl = []ly];
@l =l <le=ol () |2 = 2w 20)

dla dowolnych z, y € R.
2. Oblicz sumy
() 3~ (wskazowka: —— — 2 1 ) Shuk
= k(k+1) k(k+1) k k417 =
3. Stosujac zasade indukcji matematycznej uzasadnij, ze

(a) |x1 + a0+ -+ x| < o] + |2e| + -+ |z dlaxy,...;2, eRin=1,2,...;

(b) 1+x)">1+nerdla—-1<z, x#0orazn=2,3,...;
[nieréwnos¢ Bernoulliego|

n 2 n n
(c) (me) < (Zlﬁ) (Z?JZ), Tl Ty Y1y s Un € R;
k=1 k=1 k=1

[nierownos¢ Schwarzal

(d) (z+y)"=> (Z) "k ry € R\ {0} [dwumian Newtonal
k=0
(tez dla x = 0 lub y = 0, gdy przyjmiemy umowe, ze 0° = 1);
n s onx o ()
(e) D sinkzx = il §1n$ 2 dla z # 2mm, m € Z;
= sin §
i sin %F cos ("gl)x
(f) > coskx = — dla x # 2mn, m € Z;
k=1 S1n By

(@) 142+ - +n="0H0" pn=12

)
(h) 12+22+“'+”2:%’ n=12...

1) BP+2%+- - +n=(1+2+-+n)? n=12..;
)

(1+a1)(1+as)...(1+a,) > 1+a1+---+a, dlaay,...,a, >0orazn =2,3,....



. Udowodnij nier6wnos¢ pomiedzy srednia geometryczna i arytmetyczna:

ap + a + -+ Ay
n

(*) Yajas ... a, <

dlaay,...,a, > 0. Wskazowka: sprawdz najpierw () dlan = 1, 2. Nastepnie z praw-
dziwosci (%) dla pewnego n > 1 uzasadnij prawdziwos¢ (%) dla 2n i dla n—1 w miej-
sce n.

. Udowodnij nier6wnos$é¢ pomiedzy srednig harmoniczng i geometryczna;:
n

L+L+...+L
a1 a2

Qn

< Yajas ... ap,

dla aq,...,a, > 0. Wskazowka jak wyzej.

. Korzystajac z zadania 3 uzasadnij, ze

@ Se(p) = e (p) -

k=0

. Korzystajac z nierownosci pomiedzy srednimi uzasadnij, ze

(a) 8abc < (a+b)(b+c)(c+a) dlaa,b,c>0;

(b)ﬂ+@+-~+xn_l+ﬁ>n dla zq,...,2, >0in=2,3,..;
T X3 Tn 1
3
(c) * + id + < dlaz,y,z>20iz+y+2=1

z+1  y+1 241 4

. Zmajdz wszystkie funkcje f: Q — Q spetliajace dla dowolnych z, y € Q rownanie
fle+y) = f(z)+ fy).

. Wykaz, ze liczby v/2, ¥/2, v/3 sa niewymierne.



