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ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT

CIAGI LICZBOWE

. Dane sa ciagi w R: (a) 1,0,1,0,1,...; (b) 0,0,1,0,0,1,...; (¢) 1,0,—1,1,0,—1,....

Jak wyrazi¢ n-ty wyraz kazdego z tych ciggow jako funkcje n, gdzie n € N?

. Wykazaé, ze suma dwoéch ciagéow rzeczywistych ograniczonych z gory jest ciagiem

ograniczonym z gory. Czy iloczyn dwoch ciagéw ograniczonych z gory jest ciagiem
ograniczonym z gory?

. Niech T}erolo ay, - b, = 0. Czy jeden z tych ciaggdw musi by¢ zbiezny do zera? Czy ciggi

te musza by¢ ograniczone? Czy ciagi te musza by¢ zbiezne?

. Pokaza¢, ze: lim a, =0 <= lim |a,| =0 <= lim a? = 0.
n—oo n—oo

n—oo

. Niech lim a? = 1. Czy musi by¢ |n11_)1101o ay| =17

. Niech lim a? =11 nlirgo(anﬂ —ay,) = 0. Czy ciag a,, musi by¢ zbiezny?

n—oo
Ciagi a,, 1 b, sa takie, ze nliIng(an —b,) = nliIng(an +0b,) = 0. Czy ciagi a,, i b, musza

by¢ zbiezne? Jesli tak, to co mozna powiedzie¢ o granicach tych ciagow?

Ciag a, jest monotoniczny i zawiera podciag zbiezny do g. Pokaza¢, ze lim a,, = g.

n—oo

. Pokaza¢, ze jezeli a, > M > 01i lim b, = oo, to lim a, - b, = oco.
n—oo n—oo

Ciag a, jest ograniczony z gory, a nllg)lo b, = —oo. Pokazaé, ze 7}13)10 (an + by) = —o0.
Czy musi istnie¢ granica nh_)nolo 327

Niech nh—>r£10 a, =g > 01X € (0,g9). Wykazaé, ze istnieje takie ng, ze a,, > A dla
dowolnego n > ng. Jak brzmi wersja tego twierdzenia dla przypadku g < 07

Niech A C R,g = supAig ¢ A. Pokazaé, ze istnieje Scisle rosnacy ciag a, € A,
ktorego granicg jest g.

Pokaza¢, ze jezeli a,, > b, 1 granice obu ciaggoéw istnieja, to 77,h—>r£lo a, > lim b,.

n—oo

Pokaza¢, ze kazda liczba rzeczywista jest: a) kresem gérnym pewnego zbioru liczb
wymiernych, b) granicg ciggu liczb wymiernych.

Pokazaé, ze jezeli a > 0, to lim {/a = 1.
n—oo
Pokaza¢, ze lim Wn=1.

Wykorzystujac twierdzenie o ciaggach monotonicznych, sprawdzi¢ zbiezno$¢ poniz-
szych ciggow:

a :i+i+...+i- b, = 1 + 1 S 1 .
12 92 n?’ " n+1 n+2 n+n’

1 | I 1 )
rn=a 0Osa<g Tntl = g h=5 1 yn+1:§(1+yn)'
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Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach, znalezé granice nastepujacych ciagow:

1 1 1
- b e by =140+ o
vn?2+1  vn?+2 Vn?+n
1

Cp = m, dn = - nV nn_2n7 €n = nV 2in+3ina fn = ni 14 2m.

n

Ap —

Stosujac twierdzenie Stolza, obliczy¢ granice nastepujacych ciagow:

nb Inn!

Qn

Tyt " nln
Sprawdzi¢, czy ciagi

cosl!l  cos?2! cosn! 1 1 1
a, =

it Wt P T s b, = —— e ——
12 23" +n-(n—i—1)’ n+1+n+2+ +n+n2

spetniajg warunek Cauchy’ego zbieznosci w R.

Pokazac, ze jesli a,, > 0 i nlg& Ya, = g, gdzie g < 1, to nh_{& a, = 0. Wykorzystaé
ten fakt do obliczenia granicy:

a

lim — (a>0, b>1).

n—oo hn

Pokazac¢, ze jesli a, > 01 lim i = g, gdzie g < 1, to lim a, = 0. Wykorzystac

ten fakt do obliczenia granic:

on . n
n; lim - (a>0).

n—oo n!

lim
n—oo nn

) A . . . . . . An+1 _ . o . . . n
Pokazaé, ze jesli a,, > 0 i istnieje granica nangO “t =g, to istnieje granica nlg& ay,

i jest takze rowna g. Wykorzystac ten fakt do obliczenia granic:

lim n! ’ 1
im (] —: im —.
n—oo \ pn’ n—oo {/nl

Obliczy¢ granice ciaggéow lub stwierdzié¢ ich rozbieznosé:

2

1\" 1\" 1\"
n? n? n

2n — 1\" (n +sinn)n 3" 42"
P N (L VU L
2n + 1 1+ n? 3n+(—2)
Zmalez¢ zbior punktéw skupienia ciagdéw, a nastepnie podac ich granice dolna i gorna:
. nrT 3 3 . T
a, = sin —; b, = =n — [n] ; ¢, = 1+ nsin (n)
12 5 5) 2

Wykazaé, ze jezeli ciag a, jest zbiezny to

lim sup(a, + b,) = 7}5& a, + limsup b,,.

n—oo n—oo

Niech liminf a, = «, limsupa, = §, a <  oraz limsup(a,+; — a,) = 0. Pokazad,

n—0o0 n—00 n—00

ze zbiér punktow skupienia ciagu a, jest calym odcinkiem [«, 5]. Podaé przyktady
ciaggow spetiajacych trzy wyzej podane warunki.



