ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT
CIAGI LICZBOWE (lista dodatkowa)

. Wykazacé, ze dla liczb naturalnych & < n prawdziwa jest nieréwnosé
k 1\* ko k2
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Wskazéwka: mozna zastosowaé indukcje po k.

+1
. Wykazac, ze cigg b, = (1 + %)n jest malejacy i uzasadnié¢ nieréwnosci:
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Wskazowka: oszacowaé stosunek bb—"l dla n > 2, korzystajac z nieréwnosci Bernoul-
.
lie’go.

oraz

. Obliczy¢ granice nizej podanych ciagéw lub stwierdzi¢ ich rozbieznosé
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(pokazaé, ze p,* < 5.-7.)

. Sprawdzi¢, czy istnieje lim sinn.
n—oo
. Ciag a, spelia warunek | a,,1 — a,| < #, n € N. Czy ten cigg jest zbiezny?

. Ciag a, spelia warunek | a,.1 — a,| < n € N. Czy ten cigg musi by¢ zbiezny?
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. Ciag a, spetia warunek : do~¢  Vyen
lag — a1| + |az — ag| + - + |a, — ap_1| < C.
Pokazac, ze a,, jest ciagiem zbieznym. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne:
Jezeli ciag a,, jest zbiezny, to
o0 Vnen ag —ai| + |az —ag| + -+ |an — ap—1| < C7
. Funkcja f : R — R spelnia warunek

|f(z) = f(y)| < Mz —yl, z,y € R, 0< A<l

Tworzymy ciag z,, ktadac 1 = a (a € R), z,,41 = f(x,). Pokazaé, ze x,, jest ciagiem
zbieznym. Wskazowka: sprawdzi¢ warunek Cauchy’ego.
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Ciag a, spelia warunki: a9 = p, a1 = ¢, p,q € R oraz réwnanie a,,0 =
%(an + apy1) . Wyznaczyé a, za pomocy funkcji n i zbadaé zbieznosé tego cia-
gu. Wskazowka: pokazaé, ze jesli ciagi x, i y, speliaja rownanie, to cigg z, =
ax, + Pyn, o, B € R, robwniez spelnia to réwnanie, a nastepnie znalezé dwa rozwia-
zania tego rowanania w postaci a,, = r", gdzie r jest niewiadoma liczbg rzeczywista.

Ciag a, spelnia warunki: ag =2, a1 = V2, Gpio = \/Gn - Ant1- Wyrazi¢ a, jako
funkcje n i zbadac¢ zbieznosé tego ciggu.

Dany jest ciag z,,. Wiadomo, ze wszystkie podciagi postaci zg, (k > 2, n € N) sg
zbiezne, gdy n — oo (tzn. podciagi z, x4, T, . . . ; T3, Tg, Tg, . . . sa zbiezne). Czy ciag
x, musi by¢ zbiezny?

Permutacjg (przestawieniem) ciggu a, nazywamy ciag b, = a,(), gdzie 7: N — N

jest permutacja ciggu liczb naturalnych N (np. 7(n) = n — (—1)", przestawiamy
2n — 1 z 2n). Czy permutacja ciggu zbieznego jest ciagiem zbieznym?

Ciag liczb wymiernych z—:, gn-naturalne, jest zbiezny do liczby niewymiernej. Poka-
zaé, ze lim g, = co. Czy musi by¢ lim |p,| = co?

Ciag liczb wymiernych flﬁ, gn-naturalne, jest zbiezny do liczby wymiernej. Czy musi
by¢ lim g, = co? Czy jest tak, gdy ciag f]ﬁ jest roznowartosciowy?

Niech & bedzie liczba niewymierna. Pokazaé, ze ciag x, = n - & — [n - £] jest rézno-
wartogciowy i x,, € (0,1). Polozyé¢ & = v/2 i znalezé 10 pierwszych wyrazéw z,,.
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Zbadaé rozmieszczenie wyrazéw ciggu x,, = sinn, y, = sinn”® oraz z, = sin2" na

odcinku [—1, 1], gdzie n, n?, 2" sa wyrazone w stopniach.

Zbada¢ rozmieszczenie punktow (cosn,sinn) oraz (cos 2", sin 2") na plaszczyZnie R?
(n wyraza miare kata w radianach, a 2" miare kata w stopniach).

Dany jest ciag a, € R. Niech d,, = inf{x : * = ay,k > n} i D, = sup{z : = =
ag, k > n}. Czy prawdziwe sa zdania:

(i) Jezeli a, jest ciagiem zbieznym do g, to limd,, = lim D,, = g;

(ii) Jezeli ciagi d,, 1 D,, sa zbiezne oraz limd,, = lim D,, = g, to lima, = g;

(iii) Jezeli ciag a,, jest ograniczony, to ciagi d,, i D, sa zbiezne i limd,, < lim D,,?
Niech liminf a,, = 0 i lim sup a,, = 0o oraz lim(a,+1 —a,) = 0. Pokaza¢, ze dla kazdej

liczby ¢ € [0, 00) istnieje podciag ay, ciagu a, taki, ze limay, = c¢. Podaé¢ przyktad
ciggu spetiajacego trzy powyzsze warunki.



