10.

ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT

GRANICA FUNKCJI

. Korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie wykazaé, ze

1
(a) };13% x? = 4; (b) xlglxlo sin o = sin xg; (c) :IELH% e = +00;
(d) lim a®=a" (a>0); (e) lim Inzx=Inzg (xo>0).
T—T0 T—T0

. Udowodni¢, ze:

(a) lim f(x)=g+=lm f(2°)=g;  (b) lim f(z) =g lim f(x)=g".

z—0 z—0 T—T0 T—T0

. Udowodni¢, ze:

() lim f(x) =g =>lm f@@®)=g; (b) lim flz)=g=> lm f(z)=g"

r—0 r—x0 r—xQ

Czy odwrotne implikacje sa prawdziwe?

. Niech [a] oznacza cze$¢ catkowita z liczby a. Zbadaé istnienie granic:

(a) limz [1} ; (b) lim @

z—0 x z—0 1
-1
Zalézmy, ze lir%f ([H ) = 0. Czy istnieje lirrll) flz)?
Obliczy¢ granice:

2 _ 2 _
() lm —— 1 . () fim !

a—>+too 202 —gp — 1’ e—1 202 — g — 1’

o V1I=2z—22—-(1+2) . V9+2x-5
(c) lim ;o (d) m ————.
z—0 T z—8 \3/5—2

Dobraé state a;,b; (i =1,2) tak, aby

lim (Va2 —a2z+1—az—0)=0 1 lim (Va2 —z+1—axr —by) =0.

r—-+00 T——00

. Niech f(z) = xcosz (z € R). Podaé¢ przyktady ciagéw (z,) rozbieznych do +oo i

spetiajacych

(a) lim f(z,) =0, (b) lim f(z,) =400, (c) lim f(x,) = —o0.

n—oo n—oo n—oo

. Niech f: R — R bedzie funkcja okresowa, ale nie stata. Wykazac, ze nie istnieje

granica lim = f(z).

Udowodnié, ze lim (sin Vo +1—sin \/E) = 0.

Tr— 400
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Udowodnié, ze lim 0 (a>1,n>0).

z—+o00 ¥

Niech f (z) =z + [z%] . Obliczy¢ f(1), lir{l+ f(z), lim f(z).

r—1—

Niech f (z) = sgn (sinwz). Dla n € Z wyznaczy¢ f(n), lim f(z), lim f(z).

T—n—

Niech f (z) = (1+ex)~! (z # 0). Obliczy¢ granice: lirgl+ f(x), lim f(x).

z—0~

: r_q
Udowodni¢, ze: (a) lim e 1, (b) lim ¢
x—0 €T z—0 €T

=Ina (a>0).

Na liczbach rzeczywistych nieujemnych okreslamy funkcje

0 dla z niewymiernych,
fl@)=14 L dlaz="2 gdzie NWD(m,n) =1,
1

n?

dla x = 0.
Wyznaczyé lim f(z), gdy xg jest liczba: (a) wymierna, (b) niewymierna.
T—xT0

Obliczy¢ granice:

1—cosx‘ (b lim 2 1 — \/coszx

(¢) lim

: x
20 x2 ) 2—0 /1 + rsine — y/cosx’ =0 1 —cos/T

Wykazaé, ze lim (f (2))°™ = ab, gdy lim f(z) =a,a>0i lim g(z) =b.

T—T0 T—T0 T—T0

Obliczy¢ granice:
42\ | 1\* (22 1\"
@ (555) " 0 am(-5) @ m(55)

© (o) Tim D)
’ z—0 €T ’

(d) lim (1+22)"

z—0
Niech f bedzie funkcja ograniczong z dotu na kazdym skonczonym przedziale (a,b)
oraz liril (f(x +1) — f(x)) = too. Wykazaé, ze lim &) = 4o,

—4o0 T

Zalézmy, ze dla funkcji f zachodzi lim (f (x) + m) = 0. Znalez¢ lim  f(z).

T—T0 T—x0
Wykazaé, ze funkcja monotoniczna w przedziale [a,b] ma w kazdym punkcie we-
wnetrznym przedzialu granice prawostronng i granice lewostronng, a w punktach
koncowych ma granice jednostronne.

Wyznaczy¢ sup f(x) i il[lfb} f(z), gdy f jest funkcja rosnaca na przedziale [a, b].
z€|a,b] z€la,

Niech funkcja f monotonicznie ro$nie na przedziale [a,b), gdzie a < b oraz b jest

liczba skonczona lub +oo. Ponadto niech f bedzie funkcja ograniczona na [a,b).

Wykazaé, ze przy x — b funkcja ma granice skonczona.

Wyznaczy¢ limsup f(x) oraz lim iglf f(z) dla

r—0

(a) f(x) = sin® i +72Tarctg;; (b) f(x)=(2— $2)COSi.



