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ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT

CIAGEOSC FUNKCJI

. Funkcja f : R — R ma wtasnosé

Vss0 Jeso | —x0| <0 = |f(x) — flmo)| <e.

Czy f jest funkcja ciagta w x¢?

. Funkcja f : R — R ma wtasnosé

Veso Jss0 T — 20l <= fl2) < f(z0) + €.

Czy f jest funkcja ciagta w x¢?

. Dla podanych funkcji wyznaczy¢ punkty ciaglosci i nieciggtodci:

(a) y = z® — z[z];  (b) y = sgn sinmz;

1 dlax=0" ’

Vsin? z %dlax 0
@u={TT A0 @y e T
1 dlaz =0

. Dane sa funkcje f(z) = sgn(z) i g(x) = x(1 — 2?). Zbadaé ciaglos¢ tych funkcji i ich

superpozycji f(g(x)) oraz g(f(x)).

. Niech funkcje f i g beda ciagte na (a,b). Pokazaé, ze funkcje u(z) = min{ f(z), g(x)}

iv(x) =max{f(x),qg(x)} tez sa ciagte na (a,b).

. Niech funkcja f bedzie ciagta na pétprostej x > 0. Pokazaé, ze funkcja min_ f(t)

te[0,x]
jest takze ciggla na poétprostej x > 0.

Czy funkcje f(z) = 22 (2 > —1, 2 # 0) mozna tak okresli¢ w punkcie z = 0,

T

by otrzymaé funkcje ciagta na catej potprostej x > —17

Czy funkcje f(x) = T”l:” (x € Z) mozna tak okresli¢é w punktach catkowitych, by

T|—x

otrzymac funkcje ciggly na catej prostej R?

. Funkcje f,g: R — R sg ciagle na R i f(z) = g(x) dla wymiernych x. Czy f = g7

Uzasadni¢, ze jedynymi funkcjami ciagltymi na R, spelniajacymi dla wszystkich
z,y € R warunek f(z 4+ y) = f(x) + f(y), sa funkcje liniowe (por. zadanie z li-
sty o liczbach rzeczywistych).

Udowodnié, ze jezeli funkcja f jest ciagta na pétprostej [a, 00) i ma skoficzong granice
lim f(x), to funkcja ta jest ograniczona na [a, c0).

T— 00

Udowodnié, ze jezeli funkcja f jest monotoniczna na przedziale (a,b) i ma tam
wlasnosé Darboux, to jest ciagta na (a,b).

Funkcje f: (a,b) — R nazywamy wypuklq, gdy dla dowolnych z,y € (a,b) i A €
(0,1) zachodzi f(Ax+ (1 —N)y) < Af(z)+ (1 —A)f(y). Uzasadni¢, ze kazda funkcja
wypukta jest ciggta.
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Dana jest funkcja f: [0,2] — R

)

r dlaxzel0,1
1,2] -

f(x):{?)—xdlaxe[,

Sprawdzi¢, czy f osiaga swoje kresy na kazdym odcinku domknietym zawartym w
[0,2]. Czy f ma wtasno$¢ Darboux na kazdym takim odcinku?

Korzystajac z twierdzenia Darboux, sprawdzi¢, czy ponizsze rOwnania maja rozwia-
zania rzeczywiste:

(a) 3* —=2"=5; (b)xlnzx=2; (c)2®°(1—2")=1; (d)2%1-2°% =1

Udowodnié¢, ze kazde réwnanie postaci 2" + ap_ 12" 1 4 -+ + a12 + ap = 0, gdzie n
jest nieparzyste, ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Zbadaé jednostajna ciggtosé funkcji w podanych zbiorach:

(a) f(z) =sinz, ze€|0,7]; z€R;
() f@)=vE €01 =€l o0)
(¢) f(z)=sinz? z€l0,2n]; zeR,;
(d) f(z) =fm, z€R

Wykazaé¢, ze suma funkcji ciagltych jednostajnie na zbiorze D jest funkcja ciagta
jednostajnie na D. Czy twierdzenie takie jest prawdziwe dla iloczynu?

Méwimy, ze funkcja f: [a,b] — R spelnia na [a,b] warunek Lipschitza ze stata L,
gdy dla dowolnych x, y € [a, b] zachodzi

[f(z) = F)l < Lz —yl.

Pokazaé, ze funkcja f spelniajaca warunek Lipschitza na (a, b) jest tam jednostajnie
ciggta.

Niech f bedzie jednostajnie ciagta na odcinku (a, b). Uzasadni¢, ze funkcje f moz-
na przedtuzy¢ jednoznacznie do funkeji cigglej (jednostajnie) na odcinku domknie-

tym [a,b], tzn. istnieje ciagla funkcja f: (a,b0) — R, taka, ze f(x) = f(z) dla
x € (a,b).



