ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT

POCHODNE (cz. 1)
1. Zbadacé istnienie pochodnej funkcji y = f(x) w punkcie xy = 0 dla:
#2-Inz dlaxz >0

(a) y = - |zl; (b)y:{ 0 dlaz <0’

(c) y = x5; (d)y:{xi: iii;g

2 dla z < z9

2. Niech zp € R. Dobra¢ state a i b tak, aby funkcja f(x) = {ax b dlaz>a
0

miata pochodng w punkcie xg.
3. Wyznaczy¢ zbioér tych wartosci parametru o € R, dla ktorych funkcja

[ lz]*sind dlaz#0
f(:c)—{ 0 dlaz =0

ma pochodng w punkcie xy = 0.

4. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodne funkeji:

() F@) =& ) f@)=sin_ (@ #£0); () fw)=a" (a>0)
(d) f(z) =ctger (z#km, keZ).
5. Niech a,b > 0 i niech istnieje f'(z¢). Wykazaé, ze

lim f(xo+ah) — f(zo — bh)

o (a n b)h = f/(iUo)-

Poda¢ przyktad funkcji f, ktéra w punkcie niecigglosci xg posiada granice

lim f(zo+h) —f(xo—h).
h—0 2h

6. Niech f(x) = |z]>. Pokazaé, ze nie istnieje f"(0).

7. Funkcja f posiada pochodng w punkcie zy € R. Poda¢ warunek konieczny i dosta-
teczny na to, by |f(x)| tez miatla w punkcie xy € R pochodna.

8. Obliczy¢ pochodne funkcji:

1

(a) f(as) = (2903 +sinx2>_ : (b) f(a:) _ \3/5 2tg5x; (C) f(:v) _ earcsin\/m;

(d) f(x) =log, (logs(log7 2));  (e) f(x) = In* (arctg Vat + 37 +1);
(f) flz) =2m%; () f(z) = (sinz)*  (h) f(z) = 2"
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. Wykorzystujac twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej wyprowadzi¢ wzory na

pochodne funkcji odwrotnych do funkeji hiperbolicznych.

Czy istnieja rézne od statych funkcje f, g, dla ktorych [fg]'(x) = f'(z)g' (x)?
Poda¢ przyktad funkcji parzystej f, dla ktérej f'(0) = 0 pomimo, ze w punkcie
zo = 0 funkcja f nie ma ekstremum (nawet niewtasciwego).

Udowodni¢, ze jesli dwie funkcje rézniczkowalne f i g spelniaja dla wszystkich x
nieréwnos¢ f'(x)g(x) # f(x)g'(z), to pomiedzy kazdymi dwoma pierwiastkami row-
nania f(z) = 0 znajduje sie pierwiastek réwnania g(x) = 0.

Dowies¢, ze jesli pochodna f'(z) jest réznowartosciowa, to dla kazdego xg krzywa
y = f(x) lezy po jednej stronie stycznej w tym punkcie. Wywnioskowaé stad, ze
e*>1+zdlaz#0.
x
Dowiesé, ze dla x > —1 zachodzi T2 <In(z+1) <z
x
Wykorzystujac ten fakt wykazaé istnienie granicy (zwanej stata Eulera; ~ 0,5772):

11 1
lim [1+§+*+...+g—ln(n)}.

n—00 3
Uzasadnié tozsamosci:

. 1
(a) arcctgx = arcsin =arctg— (x>0)
T

1
Nipar
(b) arctgz = —arctg(—x) = T are ctgz = arcsin .

2 V1422

Pokazac, ze jesli ag, a1, ..., a, € Roraz ag + 4 + ¢ + ... + ;%5 = 0, to wielomian

w(z) = a, 2" +an,_ 12" +. ..+ a1 +ap posiada pierwiastek rzeczywisty zo € (0, 1).

Udowodnié, ze réwnanie x'3 + 723 — 5 = 0 ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty
dodatni.

Niech f bedzie rézniczkowalna na (0,+00) i niech 1ir+n f'(z) = 0. Wykazaé, ze
tim_(f(@+1) - f(z)) = 0.

Niech f bedzie ciagly funkcjg rzeczywista na R, rézniczkowalng w kazdym punkcie
x # 01 taka, ze hIT(l) f'(x) = 3. Czy wynika stad, ze istnieje f'(0)?

x

Niech f bedzie funkcja ciagta na [0, 400), r6zniczkowalng na (0, +00) oraz taka, ze
f(0) =01 f’ jest rosnaca. Pokazaé, ze funkcja 1) jest rosnaca na (0, +00).

T

Pokazaé, ze funkcja f: (a,b) — R o pochodnej ograniczonej na (a, b) jest jednostaj-
nie ciggla.

Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji:
() fz) = 2% (b) f(2) = (@+2%@—1)% () f(x) = cosz — cos’z.
Udowodni¢, ze:

(a) wérdd prostokatéw o stalym obwodzie najwieksze pole ma kwadrat;

(b) wsréd tréjkatéow o stalym obwodzie najwieksze pole ma tréjkat réwnoboczny.



