10.

ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT
POCHODNE (cz. 2)

. Niech p > 1, ustalone. Znalez¢ najmniejsza i najwieksza warto$é¢ funkcji f(z) =

2P + (1 — x)? na odcinku [0, 1].

. Do rzeki o szerokosci a dochodzi pod katem prostym kanatl o szerokosci b < a.

Znalez¢ dlugosé najwiekszej ktody drewna, ktérg mozna sptawi¢ tym kanatem do
rzeki. W obliczeniach zaniedbaé¢ grubosé¢ ktody.

. Funkcja f jest parzysta i rézniczkowalna na przedziale (—a,a). Pokazaé, ze f’ jest

funkcjg nieparzysta na tym przedziale.

Funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale [a,b] oraz f(a) = f(b). Wykazaé, ze
istnieje takie dwa punkty x,y € (a,b), © # y, ze f'(z) + f'(y) = 0.

. Dla podanych funkcji znalez¢ f'(x), fi(z), f_(x), f"(x) dla wszystkich z, dla kto-

rych wymienione obiekty se dobrze okreslone.
(a) f(x) = [z]sin(mz); () f(z) = sin(m(z — [z])).

Niech y = f(x) bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalng. Wyznaczy¢ (f~1)"(y)
zaktadajac, ze pochodna ta istnieje.

Znalezé £ (x), jedli

(a) f(a) =sin(az);  (b) f(z) =sin(x);  (c) fla) = sin’(z) + cos'(x).

. Definiujemy

1 d

= @ =1 wER n=012...
! dx™

Pu(z)

b

(a) Wyliczy¢ jawnie kilka pierwszych funkcji P,.

(b)

(c¢) Udowodni¢, ze P, ma n réznych pierwiastkéw w przedziale (—1,1).
)

Pokaza¢, ze P, jest wielomianem stopnia n.

(d) Sprawdzié¢, ze P, spelnia nastepujace réwnanie rézniczkowe Legendre’a:
(1-2%)y" =22y +n(n+1)y=0, y=y().

Uwaga: funkcje P, sa nazywane wielomianami Legendre’a.

. Zalbézmy, ze funkcje f 1 g sa n-krotnie rézniczkowalne na przedziale (a, b). Udowodnié

nastepujacy wzor Leibniza dla pochodnej iloczynu tych funkcji:

(F)™ (@) = 3 (”)f<k><x>g<"-k><a:>, v e (ab).

im0 \k
Sprawdzi¢, ze dla funkcji f(x) = arcsinz prawdziwy jest wzor

(1=a")f"(z) =zf'(x), x€(-11).

Stosujac do obu stron tej relacji wzér Leibniza obliczyé £ (0) dla n > 2.
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Dana jest funkcja f(x) = e~1/7* dla z > 0 oraz f(x) = 0dla z < 0. Pokazaé, ze f
ma pochodne wszystkich rzedéw na R i £ (0) = 0 dla kazdego n € N.

Wyznaczy¢ wzér Taylora dla funkeji f(z) = *V® w punkcie bazowym zy = 1 z

pierwsza, druga i trzecia reszta (w dowolnej postaci).

Wyznaczy¢ wzor Taylora dla funkcji f(x) = In %5 w punkcie bazowym zy = 2 z

n-ta reszta. Nastepnie oceni¢ btad jaki popetlniamy przyjmujac, ze

x r—2 3z —2)>
+

~Iln2—
r—1 2 8

Obliczy¢ /0,95 z doktadnosciag do 1073,

In

dla |z —2| <1/5.

Korzystajac ze wzoru Taylora obliczy¢

T _ 7T _ 9 2x :17_22$ 2%
(a) lime e x (b) lim res + xe e + Ze

e—0 x —sinx z—0 (er —1)3

Wykazaé, ze:
(a) tg(z) —x = O(x —sinx) przy z — 0; (b) e — ™" = O(2*) przy x — 0;
(¢c) ™' =o(s/x—1) przy z — oo; (d) n(1 —z) =o0(1/Inz) przy z—1".

Obliczy¢ podane granice.

(0) lim(ets?(@) = 1/2"); (b) Jim

)
z—0

(Sin ZL‘) 1/(1—cosx)
T

2 x
(¢) lim g!/(+no). (d) lim ( arctgw) :

z—0t T—00 \ T
Sprawdzi¢, czy mozna zastosowacé twierdzenie de L’Hospitala do obliczenia granic
i £ sinz . 2?4+ 23 cos(1/x)
im ———— .
z=00 2x + sinx’ 2—0 sin?(x)

Zadania nadobowigzkowe (niektére o podwyzszonym poziomie trudnosci):

1.

Funkcja f: [0,1] — [0, 1] jest ciagta na [0, 1], r6zniczkowalna na (0, 1), oraz f(0) =0
i f(1) = 1. Udowodni¢, ze istnieja takie liczby x,y € (0,1), = # y, ze f'(x)f (y) = 1.

. Niech y = f(x) bedzie rézniczkowalna czterokrotnie. Wyznaczy¢ pochodne do czwar-

tego rzedu funkcji odwrotnej zaktadajac, ze pochodne te istniejg.

. Wykazaé, ze dla n € N oraz x > 0 zachodza nieréwnosci

n —z/2
o<ef—(1+x) <e’”<1—<1—|—$> )
n n

. Udowodnié¢, ze jezeli a,b > 0, to wtedy a® + b* > 1.
. Udowodni¢, ze kazdy wielomian jest roznica dwoch wielomianéw rosnacych.

. Niech f bedzie dwukrotnie rozniczkowalna na przedziale (0, 00) i zalézmy, ze f” jest

ograniczona na (0, 00) oraz lim f(z) = 0. Pokazac, ze lim f'(z) = 0.



