ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT
CALKA OZNACZONA
. Oblicz catki: (a) [?|1 — z| d, (b) [Jsgn(z — 2°) du, (c) Jo €T sinx dx.

. Korzystajac ze wzoru Newtona—Leibniza wykaz, ze
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. Uzasadnij, ze dla m, n > 0
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. Wyprowadz wzoér na [y Psin"zdr dlan € N (wskazéwka: postaé wzoru zalezy od
parzystosci n). Nastepnie udowodnij wzor Wallisa:
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. Udowodnij nieréwnos¢ Schwarza

</ab f(x)g(x) dx>2 < /ab f(z) d - /ab92<gp) dx

dla dowolnych f, g € Rla,b]. Kiedy w powyzszej nieréwnosci zachodzi réwnos¢?

. Korzystajac m.in. z nieréwnosci Schwarza udowodnij nieréwnos¢
1
1 </ V14 ztde < 4/1,2.
0

. Funkcja f: [0,0] — R jest rézniczkowalna w sposéb ciagly i znika w pewnym prawo-
stronnym otoczeniu zera oraz w pewnym lewostronnym otoczeniu punktu b. Udo-
wodnij nastepujaca nieréwnosé¢ (Hardy’ego)

/Ob @) g < 4/0b(f’(a:))2dx.
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Wskazowka: skorzystaj z nierownosci Schwarza i ze wzoru na catkowanie przez czesci.

. Funkcja f : [a,b] — R jest wypukta i ciagta. Udowodnij, ze
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Zatozmy, ze f jest funkcja ciagla na przedziale [—a, a], gdzie a > 0. Udowodnij, ze

(i) J2, f(x)dz = 0, gdy f jest funkcja nieparzysta; (ii) [, f(x)dx = 2 [ f(z)dz,
gdy f jest funkcja parzysta. Korzystajac m.in. z powyzszych wlasnosci oblicz catki

1/2 1 /2 .
(a) / In R dx; (b) / cos® z sl d.
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Niech f(z) = [7*"sin(t?) dt. Uzasadnij, ze f(z) < 2 dlax > 0. Wskazéwka: podstaw

x
u = t2, a nastepnie skorzystaj z II twierdzenia o wartoéci $redniej dla catek.

Zatozmy, ze f jest funkcja ciagta na polprostej [0, 00) i taka, ze istnieje skonczona
granica lim f(z) = A. Oblicz

. Loy=

lim — [ f(t)dt.

Oblicz pola figur ograniczonych krzywymi: (a) y = 2% i x = y?; (b) 2?2 +¢y* = 8

i2y =22

Oblicz pole (a) figury ograniczonej petla linii y*> = z(z — 1)%; (b) wycinka elipsy
(z/2)* + y? = 1 ograniczonego prostymi y = 0 i 2y = z.

WyprowadZ wzoér na moment bezwtadnosci jednorodnego stozka wzgledem jego osi
symetrii. Wymiary i masa stozka sa dane.

Udowodnij pierwsze twierdzenie Guldina: Pole powierzchni utworzonej przez obrot
tuku y = f(x) wokét osi OX jest iloczynem dtugosci tego tuku przez dtugosé drogi
zakreslonej przy tym obrocie przez srodek ciezkosci tego tuku.

Udowodnij drugie twierdzenie Guldina: Objetosé¢ bryty utworzonej przez obrot tra-
pezu krzywoliniowego wyznaczonego krzywa y = f(z) na odcinku [a, b] wokét osi
OX jest iloczynem pola tego trapezu przez dtugosé drogi zakreslonej przy tym ob-
rocie przez $rodek cigzkosci tego trapezu.

Wyprowadz wzér Ciotkowskiego

Mo
v=wln—,

m
w ktorym v jest predkoscig koncowsq rakiety, w — predkoscig gazéw odrzutowych, myg
— masg poczatkowa, a m — masg koncows rakiety. Zaktadamy, ze rakieta ma zerowa
predkosé¢ poczatkowa i ze nie dziataja na nia zadne zewnetrzne silty. Ilos¢ paliwa
spalanego w jednostce czasu nie musi by¢ stata! Wskazowka: skorzystaj z zasady
zachowania pedu.

Wiedzac, ze funkcje ciagle sa catkowalne, oblicz (z definicji) catki
™ 1
(a) / sin z dz; (b) / 2%d.
0 0

Wykorzystujac wtasnosci catek oznaczonych Riemanna pokaz, ze

n 1

(a) lim dx = 0; (b) lim

n—oo Jo 14 x n—oo J_1 g + sin wx

Loy (sinax)™

dr =0, a € (1,00).



