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ANALIZA MATEMATYCZNA E1, WPPT
CALKA RIEMANNA
. Sprawdz, czy ponizsze funkcje sa catkowalne i oblicz ich catki dolng i gorna:
1
(a) f(z) = 2% 2 €[0,1]; (b) f(x):?, x € [a,b], a > 0;

x dlaxe€l0,1]NQ,
(c) f(x):{o dlaz €[0,1]\ Q;

{0 dla z € [0,1]\ Q,

dla x = %, gdzie 0 < m < n s wzglednie pierwsze,

. Podaj przyktad funkcji niecatkowalnej na przedziale [0,1] i takiej, zeby warto$¢
bezwzgledna tej funkcji byta na tym przedziale catkowalna.

. Uzasadnij, ze dla dowolnych funkcji ograniczonych na przedziale domknietym [a, b]
zachodzi nieré6wnosé

6 [ U@ +g@)de< [ 1@ de+ [ o)

a jesli jedna z funkcji jest catkowalna, to w (%) zachodzi réwnosé. Podaj przyktad
funkcji, dla ktoérych zachodzi nieréwno$é ostra.

. Niech f € Rla,b] (R]a,b] oznacza rodzine funkeji catkowalnych w sensie Riemanna
na przedziale [a, b]). Okreslamy funkcje f*, f~ na [a, b] przyjmujac

~J f(x) gdy f(z) >0, .0 gdy f(z) >0,
f”x)_{o ady f(z) <0, I (x)‘{—f«r) ady f(z) < 0.

Wykaz, ze ft, f~ € Rla, b]. Jaki jest zwiazek pomiedzy catkami z funkcji f+, f~1 f7?

. Zatézmy, ze f € Rla,b], f(z) > 0 dla wszystkich z € [a,b] oraz [’ f(z)dz = 0.
Uzasadnij, ze jesli f jest ciagta w punkcie zg € [a,b], to f(xg) = 0.

. Zatézmy, ze f € Rla,b] nie jest réwna tozsamosiciowo zeru oraz [’ f(z)dx = 0.
Uzasadnij, ze istnieja z, y € [a, b] takie, ze f(z)f(y) < 0.

. Sprawdz, ze nastepujace zbiory sa miary Lebesgue’a zero:
(a) zbior jednopunktowy i ogdlniej zbiér skonczony;
(b) suma dwdch i ogdlniej przeliczalnej rodziny zbioréw miary Lebesgue’a zero;
(c) zbiér liczb wymiernych.

. Zbiér Cantora C' definiujemy nastepujaco

c=pa\ (U U (5t 50

n=0 k=0

Udowodnij, ze C' jest nieprzeliczalny i miary Lebesgue’a zero.
. Oblicz catki: (a) f/? 2% d(cos z), (b) [, sgnzd(e?).

. Funkcje f, g : [0,1] — [0,1] sa rosnace oraz f(g(z)) = = dla kazdego = € [0, 1].
Udowodnij, ze [ g(z)dz = [y ydf(y).



