ANALIZA MATEMATYCZNA D2, WPPT
SZEREGI LICZBOWE
1. Poda¢ przyktad szeregu > 2, a,

(a) rozbieznego i takiego, ze szereg (ay + az) + (as + aq) + - - - jest zbiezny.

(b) rozbieznego, naprzemiennego, o sktadniku ogélnym dazacym do zera.

An+1
an

2. OthZYé Z?:Z dla: (1) Ay = (n;lfnl)Q, (2) Ay = m, (3) Ap = (_1)71 ln(niﬁ)

(c) zbieznego, o wyrazach dodatnich i takiego, ze nie istnieje lim,,

3. Zbadac zbieznos¢ » 7, a, dla:

n2n —\/n
(1) an =200 (2 a0 =152 (3)an =020 (4)a,=Va+1-ya,

(n+1)7*’

(5) an = %(2:1_51)717 (6) Ap = (C/ﬁ_ 1)n7 (7) an = n202:+17
. n n(_n_ \n?
(8) an = t1In(1+ %), 9) a, = sm%, (10) a, = (-2, (11) a,, = €2 GE)™

Ton Inn
(12) ay = ﬁ (13) @, =In 2 — 1 (14) a, = (1)),

(15) a, = 221 (X €R), (16) a, =n"™* (A >0).
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4. Wykazac, ze jesli > | a,, jest zbiezny, to:
(i) lim, o na, =0, oile 0 < a,41 < a, dla kazdego n,
(il) limy, oo %(al +2a3+ -+ + na,) = 0.
Jan
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5. Udowodni¢, ze zbieznos¢ 77 | a, pociaga zbieznos¢ > 27 |

, 0ile a, > 0.

6. Niech {a,} bedzie ciagiem zadanym wzorem rekurencyjnym: a,,; = a, —na?, a; €
(0,1). Wykazaé zbieznos¢ >-°° | a,,.

7. Udowodni¢ nastepujace kryterium: ) >, a, o wyrazach nieujemnych jest zbiezny
<= istnieje cigg liczb naturalnych py < p1 < py < ... taki, ze dla b, = a,, 41 +
Qp, 42 + -+ ap, zbiezny jest Y07 | by,.

8. Udowodnic¢ kryterium Kummera zbieznosci szeregdow: > | a,, o wyrazach dodatnich
jest zbiezny <= istnieje ciag liczb dodatnich {b,}52, taki, ze:
. ap
9. Korzystajac z poprzedniego zadania, udowodni¢ kryterium Raabego: >°>° | a,, 0 wy-
razach dodatnich i taki, ze lim,,_ n(aaﬁ — 1) > 1 jest zbiezny. Pokazaé, ze szereg
moze by¢ zbiezny mimo ze nie spetnia kryterium Raabego.

10. Wykorzystujac kryterium Raabego rozstrzygnaé, kiedy szereg hipergeometryczny

ab ala+1)b(b+1) ala+1)(a+2)b(b+1)(b+2)
c-1 cle+1)-1-2 cle+1)(c+2)-1-2-3

1+

gdzie a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz ¢ # 0, —1, —2, ..., jest zbiez-
ny.
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Korzystajac z kryterium o zageszczaniu zbadac¢ zbieznos¢ szeregu y o7 4 m

Niech >>°, a, 1 Y07, b, beda szeregami rozbieznymi o wyrazach nieujemnych. Co
mozna powiedzie¢ o zbieznosci szeregéw: > 00  min(a,,b,) 1 o0, max(ay, b,)?

Niech a,, > 0 i niech szereg >, a,, bedzie rozbiezny. Przyjmijmy s, = > ;_; ax.

(a) Wykazaé, ze > 0° jest rozbiezny.

(b) Wykazaé, ze Y °

n= 11+a

et o jest rozbiezny. Wskazéwka: udowodni¢, ze:

aN+1 i 4 AN +k > 1 SN
e >1-— .
SN+1 SNk SN+k

(c) Wykazac, ze 3507, % jest zbiezny. Wskazéwka: udowodnié, ze:

an, 1 1
<

X
Sh Sn—1 Sn

(d) Zbadaé zbieznosci szeregow Y o0 | —%2— i 3%

n=1 14+nan, 1+n2a

Co mozna powiedzieé¢ o zbieznosci szeregdw z punktéw (a)-(d), gdy 0% a, < 007

Zbadaé zbieznos¢ (warunkows i bezwzgledna) szeregu o2 (—1)" In“(1 + 1), jezeli:
Ho<a<l, (i)l<a

Niech 0 < A < 1, z € R. Wykazaé zbieznos¢ szeregu

ix(:c—l)...(x—n—i—l)

|
n=1 n.

A"

Wywnioskowaé, ze lim,, ., 2E=0=le=mtUn —  dla |A| < 1.

Udowodnié, ze >0° ;| a,, jest zbiezny bezwzglednie <= dla dowolnego ciagu {¢,},
€, = £1, zbiezny jest > >, €,an.

Niech M C N oznacza zbioér tych liczb naturalnych w ktoérych zapisie dziesigtnym
nie wystepuje cyfra zero. Pokaz, ze >-,¢cnr o L jest zbiezny.
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n 10
skowac, ze jesli ciag a, dazy malejaco do zera, to Z ", apsinnf jest zbiezny dla
wszystkich 6 rzeczywistych, a >°°° , a, cosnf jest zbiezny, jezeli 6 nie jest parzysta
wielokrotnoscig 7.

Niech 0 < § < 7. Pokazaé¢, ze |0 sinnf| < -1, hiezaleznie od N 1 wywnio-

Wykazaé, ze jesli {b,} jest monotoniczny i ograniczony, a > oo, a, jest zbiezny, to
takze > 07, a,b, jest zbiezny.



