Wroctaw, 19 kwietnia 2004.

ANALIZA MATEMATYCZNA, WPPT (MATEMATYKA)

CIAGI I SZEREGI FUNKCYJNE

. Wykazaé, ze kazdy jednostajnie zbiezny ciag funkcji ograniczonych jest jednostajnie
ograniczony.

. Zbadac¢ jednostajna zbieznos¢ nastepujacych ciagéw funkeyjnych:

(1) folz) =2 -2 g (2)=2"(1—-2"), 0<z<1;
(2) falz)==+ 0<z <1

nx’

(3) falr)=22, O0<zx<lorazl<uz< oo

1+n2x2>
. Okresli¢ dziedzing zbieznosci nastepujacych szeregéow funkcyjnych:
(1) Xoligm (2 Xolit5m (B) Xoline™, (4) X2, %7 z,y > 0.

. Zbadac¢ jednostajna zbieznosé¢ szeregéw funkcyjnych:

(1) Zfilxzﬁ —oo <z <oo, (2) Yoo dmnz e<r<2m—e¢ €>0,
(3) Yoo z%e™™  0<x< oo, (4) S0 2"sing-  0<a<oo.

. Wyznaczy¢ promien zbieznosci i zbadaé¢ zachowanie sie¢ na koricach przedziatow
zbieznosci nastepujacych szeregéw potegowych:

(1) S0 ndan, (2) 0 Zan, (3) Y0 Han (4) X, Ban
" 0 o g 00 g;"2
(5) 0, 2 (6) oo, B ey (7) 00 a0, (8) Y0, T

. Wykorzystujac znane rozktady klasycznych funkcji w szeregi potegowe znalezé sze-
regi Maclaurina nastepujacych funkeji:

1 2
exp(—1?), sin®z, TRt (14 x)exp(—x), u_m—xm
. Udowodni¢ réwnosci:
x —|— x? AL | 1. 1+z
Zn = A= (o] <1); ;4n+1:§arctanx+zlln1_x, (Jz] <1).

7

. Obliczyé pochodng f99(0), gdy:  f(z) = 2% =%, f(x) = Tz flr) = an(1+2?).
. Czy funkcja f ma ciagla pochodna w kazdym punkcie z € R, jesli:

oo oo . 9
Y wetan )=y TV

n=1

n2
n=1
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Wykazaé, ze suma dwoch ciggdéw jednostajnie zbieznych funkeji ciagltych jest jed-
nostajnie zbiezna. Udowodnié¢ to samo dla iloczynu przy zalozeniu, ze a < x < b.
Pokazaé, ze dla przedzialow otwartych twierdzenie nie zachodzi, rozpatrujac np.

1 1
n — 1 - =), n = —,
fale) =21 = ). gu(e) =
Udowodni¢ kryterium Abela jednostajnej zbieznosci szeregu funkcyjnego:

szereg » >~ an(x)b,(x) jest zbiezny jednostajnie na zbiorze E jesli:

(a) szereg Y, a,(x) jest zbiezny jednostajnie na E,
(b) ciag funkcyjny {b,(x)} jest wspolnie ograniczony na E oraz
(c) dla kazdego x € E ciag liczbowy {b,(x)} jest monotoniczny.

Udowodnié¢ kryterium Dirichleta jednostajnej zbieznosci szeregu funkcyjnego:

szereg » >~ an(x)b,(x) jest zbiezny jednostajnie na zbiorze E jesli:

(a) sumy czesciowe 22721 a,(x) sa wspolnie ograniczone,

(b) ciag funkcyjny {b,(z)} zbiega jednostajnie na E do funkcji tozsamosciowo row-
nej zero oraz

(c) dla kazdego x € E ciag liczbowy {b,,(x)} jest monotoniczny.

Udowodni¢, ze jesli szereg Y | a, jest zbiezny, to szereg > >, 92 jest zbiezny
jednostajnie dla = > 0.

Pokazac, ze jesli funkcja f jest ciggltana [0, 1] i fol f(z)x"dx =0dlan=0,1,2,...to
f(z) = 0na [0,1]. Wskazoéwka: Zauwazy¢, ze catka z iloczynu funkeji f i dowolnego
wielomianu wynosi zero. Skorzystaé¢ z twierdzenia Weierstrassa: rozpatrzy¢ ciag
wielomianow P, (z) = f, wej$¢ z granicg pod znak calki, skad fol f(x)dz = 0.
Niech f(z) =>7, Hﬁ Dla jakich wartosci x szereg ten jest zbiezny bezwzglednie?
Na jakich przedziatach szereg ten jest zbiezny jednostajnie? Na jakich przedziatach
szereg ten nie jest zbiezny jednostajnie? Czy funkcja f jest ciagla w punktach, w
ktorych szereg jest zbiezny? Czy f jest ograniczona?

Udowodni¢, ze szereg s(x) = x(l—x)—z(l—z)+...+2"(1—x)—2"(1—z)+... jest
zbiezny jednostajnie i bezwzglednie w przedziale 0 < x < 1. Nastepnie przestawié
jego wyrazy tak, aby otrzymac szereg zbiezny niejednostajnie w tym przedziale.

Niech
0 dla z < n+r1,
2w 1
falz) = sin® T dla 5 <<,
0 dla % <

Pokaza¢, ze ciag {f.} jest zbiezny do funkcji ciaglej, ale zbieznos¢ nie jest jedno-
stajna. Pokazac, rozpatrujac Y | f,, ze zbieznosé bezwzgledna (nawet gdy zacho-
dzi dla wszystkich x) nie pocigga za soba zbieznosci jednostajnej.

Wykazaé, ze szereg 2;7:1(—1)“2;” jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale

ograniczonym, ale nie jest bezwzglednie zbiezny dla zadnego x.
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Niech f,(z) = =%, gdzien = 1,2,..., x € R. Wykaza¢, ze ciag {f.} jest zbiezny

1+nz2>
jednostajnie do funkcji f i ze rownosé

f(@) = lim f(z)
zachodzi dla x # 0, ale nie dla x = 0.

Niech {f,} bedzie ciggiem funkcji ciaglych, zbieznym jednostajnie na zbiorze E do
funkcji f. Wykazaé, ze lim, .o fo(z,) = f(x), dla dowolnego ciggu {z,} C FE,
zbieznego do x € E. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?

(%) Szereg liczbowy Y >° | a, (nickoniecznie zbiezny) nazywamy sumowalnym w
sensie Abela gdy

o0

lim Z a,r" = A

r—1-
n=1

istnieje. Liczbe A nazywamy sumg w sensie Abela szeregu >~ | a,. Podac¢ przyktad
szeregu liczbowego o wyrazach ograniczonych, ktory nie jest sumowalny (zbiezny),
ale jest sumowalny w sensie Abela. Pokazaé, ze kazdy szereg sumowalny jest tez
sumowalny w sensie Abela i ze obie sumy pokrywaja sie.



