ANALIZA MATEMATYCZNA 1, WPPT (MATEMATYKA)
Calki niewtasciwe, calki z parametrem

. Oblicz catki niewtasciwe (a > 0, b € R)
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. Zbadaj zbieznos¢ catek
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. Udowodnij kryterium ilorazowe: Zatézmy, ze (1) f, g € R[a,T] dla dowolnego T" > a

oraz f(x) > 01 g(z) > 0 dla wszystkich x > a1 (2) lim f((x) = i, gdzie 0 < p < oo.
Wowczas catka [ f(z)dx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy [.° g(x)dx jest

zbiezna.
. Sformutuj i udowodnij kryterium ilorazowe dla catek niewtasciwych drugiego rodzaju.

. Sprawdz zbiezno$¢ catek
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. Zbadaj zbiezno$¢ (bezwzgledna, warunkowa) catek w zaleznosci od parametru a € R
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. Narysuj wykres funkcji f: [0,00) — [0, 00) spelniajacej warunki: (1) f jest ciagla;
(2) catka [5° f(z) dx jest zbiezna; (3) limsup f(z) = oo.

. Zatézmy, ze funkcja f jest (stabo) malejaca na przedziale [0, 00) i catka [5° f(z) dx
jest zbiezna. Udowodnij, ze wowczas xh_}lgo zf(z) = 0. Poréwnaj z analogicznym za-
daniem dla szeregow.
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Stosujac kryterium catkowe zbadaj zbieznosé¢ szeregdw w zaleznosci od wartosci
parametrow a, b € R
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Okredl dziedzine funkcji F'(y Czy jest ona ciaggla, rézniczkowalna

/W

w swojej dziedzinie?

Funkcje B (beta) definiujemy wzorem
1

B(a,b) = / 21— 2) " de
0

dla a, b > 0. Uzasadnij, ze
(a) powyzsza definicja jest poprawna, tj. calka jest zbiezna;
(

)
b) B(a,b) = B(b, a);
(¢) B(a,b) = b_l —~B(a,b—1) dlab > 1;
)
)

(d) B jest funkCJQ rézniczkowalng;

(e) zachodzi wzoér
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Funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzedu n (n =0, 1,...) definiujemy wzorem

1 ™
Jn(x) = —/0 cos(nt — xsint) dt.

™

Uzasadnij, ze funkcje te sa dwukrotnie rézniczkowalne i spetniaja réwnania:

(a) Jn(@) = 5(Jar(2) + Jnsa(2)) ;
(b) 22! (z) + zJ) (x) + (z* — n?)J,(x) = 0.

Niech f bedzie nieujemng funkcja ciagta na zbiorze [a,o0) X [c, d]. Udowodnij, ze
jesli funkcja F(y) = [° f(x,y) dz jest (dobrze okreslona i) ciagta na |c, d], to catka
[° f(z,y) dx jest zbiezna jednostajnie wzgledem parametru y € [c, d].

Udowodnij, ze dla a > 0
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Wskazowka: zrozniczkuj powyzsza réwnosé po parametrze a.

Udowodnij, ze
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Wskazowka: zrozniczkuj po a catke / —— cosx dx.



