ANALIZA MATEMATYCZNA 1, WPPT (MATEMATYKA)

Szeregi Fouriera

Dla funkcji f catkowalnej na [—m, 7] oznaczamy
1 = 1 rm
an(f) = */ f(z)cosnzdr, by(f)= —/ f(z)sinnz dz,

cn(f) =

— [ s a

Czasami piszemy tez krotko ay,, by, c,, jesli jest jasne, o jaka funkcje f chodzi.

1. Niech f bedzie funkcja okresowa o okresie 27 i catkowalna na przedziale [—m, 7]

Udowodnij, ze f jest calkowalna na kazdym przedziale postaci [a — 7, a + 7] dla
a € R, przy tym [T f(x)dx = [T_f(z)dx

. Zmajdz zwiazek pomiedzy wspotczynnikami a,,, b, i c,.

. Sprawdz, ze jesli funkcja f catkowalna na przedziale [—m, 7] spelnia dodatkowo
warunek (a) f(x+m) = f(z) lub (b) f(x+7) = —f(x), to w pierwszym przypadku
a2m—1 = bam—1 = 0, a w drugim asg,, = b, = 0.

. Rozwin funkcje f na przedziale (—m, w) w szereg Fouriera, znajdz sume tego szeregu,
a nastepnie wyznacz podane sumy szeregéw liczbowych.
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Wskazéwka do niektérych przyktadow: skorzystaj z tozsamosci Parsevala.

. Niech f: R — R bedzie funkcjag ciagta. Udowodnij, ze dla dowolnych —oo < a <
b < oo

].&in%/ |f(z) = f(z+1t)|dz = 0.
. (Lemat Riemanna-Lebesgue’a) Niech f: R — R bedzie 2m-okresowa funkcja ciagla.
Udowodnij, ze

lim a, = lim b, = lim ¢, = 0.
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Wskazowka: w calce definiujacej n-ty wspotczynnik Fouriera podstaw y = x — .

. Niech f bedzie funkcja okresowa o okresie 27 i catkowalng na przedziale [—m, 7).
Zatozmy, ze [T f(x)dx = 0 i zdefiniujmy funkcje F' wzorem

F(z) = / f(#)dt, x€eR.
0
Sprawdz, ze F jest ciggta i 2m-okresowa. Zaltézmy dodatkowo, ze f jest ciggta. Oblicz

cn(F) w zaleznosci od ¢, (f) oraz uzasadnij, ze

lim nc,(F) = 0.
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Podaj przepis na rozwijanie funkcji f catkowalnej na przedziale [0, 7] w szereg Fo-
uriera ztozony z samych (a) kosinusow; (b) sinuséw. Rozwin funkcje sinus na prze-
dziale [0, 7] w szereg Fouriera ztozony z samych kosinuséw. Nastepnie wykaz, ze
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Jak rozwina¢ funkcje f(x) = 2%, 0 < x < 7, w szereg Fouriera zlozony z samych
sinusow?

Udowodnij réwnosci
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(b) 2F ;;H i :ZCOZ;”, dla 0 <z < 7.
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Zat6zmy, ze funkcja f ma postaé f(z) = W{(cosz,sinx), gdzie W jest pewnym wie-
lomianem dwdéch zmiennych. Opisz procedure wyznaczania szeregu Fouriera funkcji
f bez obliczania wspétezynnikéw Fouriera. (Wskazowka: uzyj m.in. wzoréw Eulera).
Napisz szereg Fouriera funkcji f, jedli: (a) f(x) = sin® z; (b) f(x) = sin® x cos? z; (c)
f(x) = cos'z. Czy mozna uogdlni¢ tg procedure na przypadek, gdy W jest funk-
cja wymierng dwoch zmiennych? Znajdz ponizsze rozwiniecie funkcji f w szereg
Fouriera
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(d) f(x)

Wyznacz podane sumy szeregéw trygonometrycznych
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