ANALIZA MATEMATYCZNA 3, WPPT (MATEMATYKA)
Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

. Korzystajac z definicji zbadaj istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu
podanych funkcji w punkcie (0, 0)

r dlay=0

1 dla zy = 0, '

f(x’y):{Odlaxz#O' g(z,y) = y* dlax =0,
’ 1 dla zy # 0.

. Oblicz pochodne czastkowe pierwszego rzedu podanych funkeji

1 - xry sin T
x,1y) = arct , x,y) = ey, x,y) =1y, x,1) = arccos —,
fi(z,y) ey fo(z,y) fslzy) =y*,  falz,y) y
x . .
fs(z,y,2) = ORI fo(z,y, z) = sin(z cos(ysin 2)).

. Korzystajac z regut rézniczkowania funkcji ztozonych oblicz pochodne czastkowe
pierwszego rzedu wzgledem x i y funkcji:

(a) z= f(u,w) =1In 1_? , u(z,y) = xsiny, w(z,y) = xcosy;
w
(b) == f(u,v,w) = arcsin - :wa’ u(z,y) = ev, v(z,y) =2 +y* w(x,y) = 2zy.

. Oblicz gradient i pochodna kierunkowa funkcji f we wskazanych punktach P i kie-
runkach a

flz,y,2) = ry’z, a= [4,3,12], P =(5,1,2);
1 33

g(xayaz) = exyz7 a = [ia _Za T]? P = (_17 1’ _1)

. Sprawdz, ze funkcja

_ [ B dla (z,y) # (0,0),
fla,y) = { 6 dla (z,y) = (0,0)

ma w punkcie P = (0,0) pochodna w dowolnym kierunku, ale nie jest ciagta w P.

. Wyznacz te wektory a € R?, wzdtuz ktérych istnieje pochodna kierunkowa funkcji
F(e,y) = /la? — 42| w punkcie (0,0).

. Niech f(z,y,2) = z — e siny. Wyznacz pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie
P = (In3, 37“, —3) w kierunku takiego wektora o normie 1, w ktérym ma ona wartos¢:
(a) najmniejsza, (b) najwieksza.

. Wyznacz pochodng kierunkowsg funkeji f(z,y,2) = (£)* + (£)* + (£)?, w punk-
cie (g, Yo, 20), W kierunku wektora wodzacego tego punktu. Jak wygladaja zbiory
punktéw (z,y,z) € R3 w ktorych grad(f) jest: (a) liniowo zalezny z wektorem

v =[z,y, 2], (b) prostopadty do v?
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. Wyznacz réwnanie ptaszczyzny stycznej w zadanym punkcie P do powierzchni okre-

slonej réwnaniem z = f(x,y), jezeli

(a) f(z,y) = In(2® +9?), P=(1,0,0), (b) f(x,y) =sinzcosy, P = (-,
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Oblicz: a a = dla f(z,y) = ze™Y; 8y23x8y dla g(z,y) = sin(xy); azgawy dlah(z,y, z) =
In(z? + 2y — 2).

Zbadaj, czy zachodzi réwnosé Bway<0 0) = E)yam(o 0), gdy

(a) f(x,y) = \3/936——8?;3, (b) f(z,y) = {ZSnyy 3}2 ii} i :z,,

Udowodnij, ze jesli funkcja f : R™ — R ma ograniczone pochodne czastkowe w pew-
nym otoczeniu punktu P, to jest w tym punkcie ciggta.

Zatézmy, ze funkcje f i g sg okre$lone w otoczeniu punktu a € R? i rézniczkowalne
w tym punkcie, niech ponadto f(a) = g(a) = 0. Uzasadnij, ze jesli V f(a) i Vg(a)
sg liniowo niezalezne, to granica lim,_., % nie istnieje.

Zalézmy, ze f jest funkcja rézniczkowalng na prostej. Sprawdz, ze z = yf(2* — y?)
spelia réwnanie rézniczkowe

az+x az—xz
Y o Yoy

Operatorem Laplace aw R" n > 2 nazywamy operator rozniczkowy drugiego rzedu
A=yt Z el Niech u = ln ||a:|| gdyn =2iu= IIiH gdy n = 3, z # 0. Sprawdz,
ze u jest rozw1@zan1em rownania Laplace’a Au = 0. Jak uogdlni¢ ten wynik na
przypadek n > 37

Méwimy, ze rzeczywista funkcja wielu zmiennych okreslona na R™ \ {0} jest jedno-
rodna stopnia m jesli f(tx) =™ f(x) dlat > 0ix € R\ {0}. Pokaz, ze jednorodna
funkcja klasy C* spelnia tozsamosé

leax mf( )7 ‘T:<xla"'7$n)‘

I na odwrét, jedli f klasy C* spelnia takg tozsamosé to jest jednorodna stopnia m.



