ANALIZA MATEMATYCZNA 3, WPPT (MATEMATYKA)
Funkcje o wartosciach wektorowych: rézniczkowalnosé, jakobian

. Narysuj pola wektorowe: (a) F'(x,y) = (ycosz,ysinz); (b) F(z,y) = (z+y,x—y);
(c) F(z,y,2) = (z,y, Va* + y?2).
. Narysuj krzywe zadane parametrycznie: (a) v(t) = (acost,bsint), t € R; (b)

v(t) = (t —sint, 1 —cost), t € R (cykloida); (c) v(t) = (cost+tsint,sint —tcost),
t € R (ewolwenta okregu).

. Niech a > 0. Krzywa ~y jest zadana parametrycznie:
t
7(t) = (acost + aln|tg §|,asint), t e (0,7/2).

Zmajdz odlegtos¢ pomiedzy punktem przecigcia prostej stycznej do tej krzywej w punk-
cie y(ty) z osia y = 0 a punktem ~(ty). Narysuj krzywa . Uwaga: krzywa v nazy-
wamy traktrysg.

. Niech f(z,y) = (zcos(my),zy) oraz g(x,y) = (z + 2y,2x — y). Oblicz macierze
Jacobiego: funkcji ¢ w punkcie (1,0), funkcji f w punkcie g(1,0) oraz funkcji fog
w punkcie (1,0). Te ostatnia oblicz na dwa sposoby: bezposrednim rachunkiem oraz
korzystajac z reguty tancucha.

. Niech f: R — R? piszemy f(z) = (f!(z), f*(x). Udowodnij, ze f jest rézniczko-
walna w a € R wtedy i tylko wtedy, gdy f!i f? sg rézniczkowalne w a i wéwczas
zachodzi

oy | () (a)
f (a) - [(fQ)’(a)] :
. Zmajdz macierze Jacobiego nastepujacych funkcji: (a) f(x,y,2) = 2¥; (b) f(z,y) =

sin(zsiny); (c) f(x,y,2) = (sin(zy),sin(zsiny),2¥) (d) flz,y) = [ g(t) dt,

gdzie g : R — R jest ciagta; (e) f(z,y,2) = [, g(t)dt, g jak poprzednio; (f)

flz,y) = (z,u(zr —y,x + y)) (co trzeba zalozy¢ o funckji u?); (g) f(z1,...,x,) =
2

(%, x129, 2123, . .., 212,) W punkcie (1,1,...,1).

. Funkcja f : R" x R™ — RP jest dwuliniowa, jezeli przy ustalonych z € R" i y € R™
odwzorowania f(x,-) 1 f(+,y) sa liniowe. Udowodnij, ze jezeli f jest dwuliniowa, to

|f (R, F)|
im “——= =0.
(k)0 |(h, k)|

Udowodnij, ze Doy f(x,y) = f(a,y) + f(z,b) dla a,z € R"i b,y € R™.
. Okre$lmy IP : R" x R" — R jako I P(x,y) = (z,y) (iloczyn skalarny x i ).

(a) Znajdz Dy (I P) i macierz Jacobiego IP.

(b) Pokaz, ze jesli f, g : R — R™ sa r6zniczkowalne i h : R — R jest okreslona
wrorem h(t) = (f(t), g(t)), to

W(a) = (f'(a)", g(a)) + {f(a),q'(a)"),

gdzie f'(a), ¢'(a) oznacza macierz Jacobiego odwzorowania f, odpowiednio g,
w punkcie a.
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. Pokaz, ze jesli f : R? — R jest rézniczkowalna, to nie jest réznowartoéciowa.

Oblicz dywergencje i rotacje pola z zadania 6(c).
Dla f : R* — R klasy C? oblicz div grad f.

Dla f:R> - RiF, G:R*— R3 beda odpowiedniej klasy. Sprawdz prawdziwosé
wzordw: (a) div(fF) = (Vf, F)+fdivF; (b)div(FxG) = (G,rot F')—(F,rot G);
(¢) rot(fF)=Vfx F+ frotF; (d) rotgrad f = 0.

Korzystajac z pojecia rézniczki zupelnej znajdz wartosé przyblizona: (a) 1,01-1,02;
(b) 0,992 (c) £2% w poblizu punktu (0, 0).

Dany jest zwigzek 2t +y? — 2% — y* = 0. Czy w otoczeniu punktu (1,1) zwigzek ten
przedstawia funkcje y = y(x)? Jedli tak, to wyznacz y'(1) i y”(1).

Znajdz pochodna funkcji y = y(x) zadanej réwnaniem

aac3 —x3:a4
(a) 2’y —xy

(b) ze¥ +ye® —e™ = 0.

, @ = const;

Znajdz réwnanie stycznej w punkcie (1,1) do krzywej danej réwnaniem uwiktanym
ye® — ze¥ +y — 2% = 0.

Pokaz, ze réwnanie z® — 3xyz — a®> = 0, gdzie a > 0, okresla funkcje uwiklang
z = z(z,y) w otoczeniu kazdego punktu (zo, o, 20), 20 > 0, spetniajacego powyzsze
réwanie. Znajdz plaszezyzne styczna do wykresu tej funkeji w punkcie (0,0, a).

Oblicz Dyz, Dyz i Dy Dyz dla funkeji uwiktanej z = z(z,y) okreslonej zaleznoscia

z = arctg -

Dany jest uktad réwnan y — z +u? = —y + 22 +u = 0. W otoczeniu jakich punktéw
z mozna y i u wyrazi¢ przez z? Analogiczne pytanie dla y lub v zamienionego z z.

W otoczeniu jakich punktéw odwzorowanie f : R? — R? zadane wzorem f(x,y) =
(2? — 32, 2xy) jest odwracalne? ZnajdZ macierz Jacobiego f i f~!. To samo dla
funkcji f z zadania 6(c)(f)(g).

Pokaz, ze réwnanie (22 + y*)? = a?*(2? — y?), a # 0, w otoczeniu punktu (0,0)
definiuje dwie rézne funkcje rézniczkowalne. Znajdz pochodne tych funkcji w zerze.

Niech z = z(y,2), y = y(x, 2), 2 = z(x,y) beda funkcjami zadanymi réwnaniem
F(z,y,z) =0. Pokaz, ze

dx Oy 0z ]

dy 9z Ox
Uzasadnij, ze gradient funkcji rézniczkowalnej jest prostopadly do poziomicy tej
funkcji.



