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. Zastosuj twierdzenie Fubiniego i udowodnij, ze jesli pochodne mieszane

ANALIZA MATEMATYCZNA 3, WPPT (MATEMATYKA)

Catlka podwdjna i potrojna

. Funkcja dwéch zmiennych f: D — R, gdzie D jest prostokatem [a,b] X [c, d], jest

rosngca wzgledem kazdej ze zmiennych przy ustalonej drugiej. Udowodnij, ze f jest
funkcja catkowalng na D.

. Funkcje f : [a,b] = R1ig:[c,d] — R sa catkowalne w sensie Riemanna. Wykaz, ze

funkcja F(z,y) = f(z)g(y), (x,y) € [a,b] X [c, d] jest calkowalna na D = [a, b] X [c, d]
oraz zachodzi wzor

//[a,b}x[c,d] Fla,y)dvdy = /abf(l“) dw'/cdg(y) dy.

f jest funkcja jednej zmiennej catkowalna na przedziale [a,b]. Rozpatrujac catke
[fp(f(x) — f(y))* dz dy na prostokacie D = [a,b] x [a, b], wykaz nier6wnosé

(/abf(x) da:>2 <(b-a) /abe(:zc) d.

Pokaz takze, ze jesli f jest ciggta, to rownosé zachodzi jedynie w przypadku f =
const.

% f i 9% f
Oxdy = Oyox

sq ciggle na zbiorze otwartym C R?, to s na tym zbiorze réwne.

D jest obszarem normalnym ptaskim i f funkcja ciggla na D. Udowodnij, ze istnieje
punkt p € D taki, ze [[, f(x,y)dxdy = f(p) - |D|, gdzie D jest polem obszaru D.

Zamien kolejnosé catkowania w catkach iterowanych

ed Iny J ld y® p \/id 2—y? p
/1 Y fn f(x,y) de; /_1 y/1 fz,y) x+/1 y/_ﬂf(a:,y) z.

. Kazda z catek zamien na dwie inne catki iterowane

1 11—z 4y 1 1 x24y2
/ dl’/ dy/ f(@,y,2)dz; / dm/ dy/ f(x,y,2)dz.
0 0 0 0 0 0

. Krzywa x = 2|y| rozcina koto (z — 1)? + 3% < 1 na trzy czedei. Korzystajac z catek

podwdjnych, oblicz pole kazdej z nich.

. Niech f : [0,00) — R bedzie funkcja ciagta. Dla kazdego t > 0 okreslamy zbiér K (t)

i funkcje F : [0,00) — R przyjmujac K(t) = {(z,y,2) : 2+’ + 22 <t , 2 >0,y >
0, 2> 0}, F(t) = [ffxw f(@* +y* + 2°) dv dy dz. Uzasadnij, ze F'(t) = mt* f(t*) /2.

Wyznacz mase i §rodek ciezkosci obszaru (a) ograniczonego osia Oz i wykresem
funkeji kosinus na przedziale [—m /2, 7/2], jesli gestosé masy jest rowna p(x,y) = y;
(b) wycietego z kota 2% + y* < 1 parabola 3z — 2y? = 0, jesli p(x,y) = 1.
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Poprzez zamiane na calki iterowane oblicz
g L'(p)I'(q)
x +y)dz dy; //a:plqldxd = ——),
//Dy( y)dedy; || 2Py y F(erqul))
gdzie D jest obszarem ograniczonym prostymi x =0,y =0iz+y=1,ap,q¢> 1.

Dla funkcji f, g : R — R ciggtych i 2m-okresowych okreslamy funkcje f+xg: R — R
(nazywana splotem funkcji f i g) wzorem

1 ™
(Fx9)@) =5 [ fe—yely)dy. weR.
Pokaz, ze f % g réwniez jest ciagla i 2m-okresowa. Wyraz wspoétezynniki Fouriera
funkcji f % g poprzez wspotezynniki Fouriera funkcji f i g.

Oblicz pola obszaréw: Dy = {(z,y) : (2* + 3?)* < 2(2? — 3?)}; Dy = {(x,y) :
pr < y? < qr, ay < 22 < by}, gdzie 0 < p < q oraz 0 < a < b, stosujac zamiane
zmiennych w calce. (Wsk. do Dy: podstaw s = y?/z, t = 22 /y).

Oblicz cafki z zadania 11 podstawiajac x = s(1 —t), y = st.
* Sprawdz, ze [ [ ﬁ dody == podstawiajadc u=(y+2z)/vV2,v=(—y—2x)/v2.
Jak mozna stad otrzymac réwnos¢ > 07 n2 = %2?

Oblicz calke

/// dx dydz
p(l+z+y+2)3
gdzie D jest czworoscianem ograniczonym plaszczyznami x = 0, y = 0, z = 0,

r+y+z=1

Oblicz objeto$é¢ bryty, ktérg z kuli 22 + y? + 22 < a?, a > 0 Wycina (a) walec
24+ < 0<b<a; (b)stozek 2% +y? = 2%, (c) walec 2% + y* = az.

Oblicz objetosé (i) bryty ograniczonej powierzchnia (z/a)?/3+(y/b)?/3+(z/c)?/? =1,
a,b,c>0; (ii) bryty {(z,y,2) : 1 < 2? +y* + 2% < 16, 2* < 2% + 3}

Wyznacz wspotrzedne érodka ciezkosci bryly jednorodnej ograniczonej elipsoida
(z/a)* + (y/b)* + (2/c)* = 1 i plaszczyzna z = 0.

Oblicz objeto$¢ n-wymiarowej piramidy x1 +---+x, < 1, z; > 0dlai=1,...,n

Zmajdz wzor (np. rekurencyjny) na n-wymiarowa objetosé kuli 2 + a3+ - -+22 < 1.
Dla jakiego n objetos¢ ta jest najwieksza?

Wyznacz catki wielokrotne niewtasciwe

dx dy dz
@+ do du: /// Y // )dxd
//Dle T ay; s (@2 + 42 + 22) f(z,y) dx dy,

gdzie @ € R, Dy = {(z,9) : 0 < y} Dy = {(z,y,2) : 2® + y* + 2* > 1},
D3 = [0,00) x [0,00), f(z,y) = zye” ) Tub fz,y) = sin(a® +y°).

Ustal, jaki jest zwigzek pomiedzy ponizszymi catkami i oblicz ich wartosci

/// e~ @) g0 dy dz / 2% dx.
R3 0



